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Algebraische Kurven Bildergalerie - Erkundungsautgabe
Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Arbeitsblatt, T-Tagung Wetzlar 2002
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Algebraische Kurven

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Arbeitsblatt, T>-Tagung Wetzlar 2002

Gleichungen zur Bildergalerie-Erkundungsaufgabe

Kurven Gleichungen Nr. |Werte a,b,pk,....
El |Ellipse x> y2
—2+—2 1 3 Nummern
a- b
Hy |Hyperbel 2 y2
——=—=1
a’ b’
Pa |Parabel y2 _ pr
Ke | Kegelschnitte 2 _ 112\ 2 p=1/2
y 2px (l k™)x 0=1/2
Allg. Scheitelgleichung 1 Nummer =1/2
3 Kurven P
Ko | Konchoiden 2 2 — 2 = 12,2 a=1
(X" +y ) y—a) =k . 1
ummern a=1
PS | Pascalsche 2 2 2 _ 20,2, 2
Schnecken (x Ty ay) k (x Ty )
Ka | Kardioide (X2 +y2 —a y)Z — a2 (x 2+ yZ)
KB | Kartesisches 3 3 _
Blatt X+y =3kxy
Ro | Rosenkurve 2 2\3 2 2.2
Rosette (" +y7) =cx’y
Bo | Boothsche ¥ 2 2 a=1, k=2,
Lemniskaten (x*+y°) =k _iy_ 3 Nr. a=1, k=2,
at b a=1, k=2,
BL |Bernoullische 2 232 _ 2 .2
Lemniskate (" +y7) =c(x"=y7)
Ki |Alg. Kissoiden 2 .2 Keine | Fiir welche k ergeben sich
g x(c=y)=y(c(k-1D)+y) od.3 |Ef, St, Tr?
Ef | Kissoide x’(c—y)=y" Efeukurve
St | Strophoide xz (C _y) _ y2 (C+ y)
Tr | Trisektrix 2 (c—y)= y2 (Bc+ )
— =1
Ca ﬁzfvs;lllsche (¢ +1°) — 2K (= v*) = 4d" — K :=1
Wie entsteht hier BL?
Dr |Dreiblatt (x2 + y2)2 :CX()C2 _ y2)
Ka | Kappakurve 4 202 2
PP y'i=x(a -y)
Se | Serpentinen y(a2 + xz) —Jarx =1
Ve |Versiera der 2 2y _ 3
Maria Agnesi a +x7)=a
Ov | Kartesische 2 2 22N (4. c=1
Ovale (x"+y" —k’)y =(c—x)-a
Ei |Doppel-Ei-Linie

(x2+y2)3 :a2x4

In der Galerie kommen folgende Werte der noch nicht genannten Parameter vor, streiche aus wie beim Silbenratsel.

[a=1], [a=1],[a=2], [a=2], [a=2], [a=4], [b=1], [b=3], [b=4], [c=1], [c=1],[c=1], [c=2], [c=4], [c=8], [k=1/2], [k=0,8], [k=1], [k=1],
[k=1], [k=1], [k=1,25], [k=2], [k=2], [k=3], [p=1/2], [p=1], [a=1, b=2], [a=2, b=1], [a=2, b=1], [a=3, b=2], [a=2, k=1], [a=4, k=2]
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HHI_‘M?' Ellipse ¢ AKegeIschnitte ii
(Allgenjein é 3 FadenKonstr ﬁ
oo N | o=t Y .
von T AffinesBild des Kreis€s == Gleichung (MP) <€—
\ urven @ _m_ .
2 ScheitelkreisKonstr. ¢ V

» Hyperbel

Schnitte |Ieines Kegels ‘=—2iely, Parabel

Dandelinsche Kugeln

— — — — — — — — — ]

Parabel falten —»Parabelgleichung, bekannt
Parabel, LeitgeradenKonstr.

Gemeinsame LeitkreisKonstr.

Gemeinsame LeitgeradenKonstr. (—j > Allg. Scheitel-

Y Parameter im Zusammenhang €, p, a,b.e
Konchoiden /OPTSkUPVZH, :
Kissoiden Gleichungen mit Sinn, Algebraische
Strophoiden| geometrisch eln, Kurven
...u.v.a.

\analy‘rische Geometrie /

Prof. Dr. Dérte Haftedorn, Uni Lineburg, 2003 /2, 01T

-3-
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Algebraische Kurven Zusammenhang: Kurven, Koordinaten, Gleichungen
Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Arbeitsblatt, T-Tagung Wetzlar 2002

| Hier siehst du ein Geradenkaro.

Auf der Geraden rechts oben liegen z.B. die Punkte

2 (_1/4)’ (0:3)a (1’2)’ (2’1)! (3’0)’ (4"1)a

die Summe aus x-Koordinate und y-Koordinate ist immer

3. Dafiir schreibt man |X+ ¥ =3|und nennt diese

; ! Gleichung die Gleichung der Geraden rechts oben.
. Stelle die anderen Geradengleichungen auf.
Losung:

} lojx—y==3|lufx+y==3|rujx—y=3|rojx+ y=3

Welche der folgenden Gleichungen sind auch richtig? Welche sind falsch?

a:|y=x-3b:|y—x=3|c:|[y=x+3|d:|y=3—Xx|e:|y=—3x|f | x+ y+3=0

Rechnerische Prufung: Liegt der Punkt P¢10/-13) auf der Geraden U L
Antwort ja, denn=10 -+ (=13) =3 <-10413 =3 < 3 =3 ist wahr.

Liegt der Punkt P(10/13) auf der Geraden ro? Antwort nein, denn 10+13 =3 <23 =3 st falsch.
Liegt der Punkt P(-3,7/6,7) auf der Geraden ro? Antwort ja, denn —3,7+6,7 =3<3 =3 ist wahr.

Mathusalem hat einen Kreis um den Ursprung mit dem Radius 3.
Eine der folgenden Gleichungen soll die Gleichung dieses Kreises

4 2 N sein: a;x2+y2=3,b:x2+y2=32 oderc:xz—y2=9
Ganz sicher liegen die Punkte O(0/3), L(-3/0), U(0,-3), R(3/0) auf
 NENE I dem Kreis. Daher pruft Mathusalem mit diesen Punkten:

\ : /. Prife O aufa? 0°+3° =39 =3 falsch, also ist a nicht die Kreisgleichung.
NN = Prife O auf b? 0% +3° =9<9 =9 richtig, also kann b die Kreisgleichung
sein. Prife R auf b? 3* + 0% =37 < 3% =3 richtig, also ist kann b immer
noch Krelsglelchung sein. Man sagt auch: R erfullt Gleichung b. Prife selbst L und U.

Mathix pruft R auf c? 3’ —0% =3% < 3% =37, wahr, also kdnnte auch c die Kreisgleichung sein.

Mathilde priift O auf c? 0> —3* =9<—9 =9 falsch, also kann ¢ doch nicht die Kreisgleichung
sein. Da Mathusalem aber wusste, dass eine der Gleichungen a,b,c richtig ist, muss es b sein.

Man sagt: x4 y2 =3’ ist die Gleichung des Kreises um den Ursprung mit Radius 3

und der Kreis ist der Graph der Gleichung oder die Kurve zu der Kurvengleichung.
vy Gleichungen mit x und y und Kurven im x-y-Koordinatensystem entsprechen sich. e

4 4 41, )
djx +Yy =3"|ist die Gleichung des ,,Rund-Ecken-Quadrats®.
/// , \\\ Priife, dass auch hier die Punkte O,L,U,R wahre Aussagen erzeugen.
/ : \I Priife P(2,5/3,5) auf d? 2,5" +2,5* =3 <39,0625+39,0625 = 81< 78,125 =81, streng
genommen falsch, aber P ist nur ungefahr abgelesen, also kann man auch nur
\ i ’ Lungefahr gleich® erwarten. Aber sicher ist: P erfullt nicht b. kurven_gleichungen.doc
\ /
ANE 4 Merke: Alle Punkte, deren Koordinaten aus der Kurvengleichung eine
wahre Aussage machen, liegen auf der Kurve.

Eine Gleichung, mit der ein sicher auf der Kurve liegender Punkt eine
falsche Aussage erzeugt, ist sicher nicht die Kurvengleichung.
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Algebraische Kurven  Kurven, Kurvengleichungen und Termumformungen, mit CAS
Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Arbeitsblatt, T-Tagung Wetzlar 2002

" Gib in Derive in der Eingabezeile ein: x2 + y*2 = 9 und
~ zeichne dazu den Graph. | ~, 2D-Graphikfenster, dort | o
- Es ist der Kreis um den

~ x Ursprung mit dem Radius 3.

Er hat die Gleichung x> + y* =3%| wie aus dem

-, Zusammenhang-Blatt“ deutlich wurde.
- Mit Derive kannst du zu allen dort angegebenen Gleichungen

sofort die zugehdren Kurven sehen. Probiere das aus.
- Dieses ,Rund-Ecken-Quadrat® hat die Gleichung

' 4 4 _ A4
- REQ{X + Y =3"|Priife, ob die folgenden Gleichungen richtige,
erlaubte Umformungen dieser Gleichung sind. Stelle dazu die zu

priifende Gleichung zusammen mit dem Rund-Ecken-Quadrat REQ
dar.

S a4 =3 ey =3 ey =S
Lo a2t o e [ =@ =) £ [t 12 P 4y =3

g |x* +2x° y* +y* =3”

Welche der Kurven a bis g sind hier zusammen mit dem REQ dargestellt?

et et y

-4 .

Was ist beim Umformen falsch gemacht?

nanpuee jbewm o) s | uebunsey

Merke: Wenn zu der umgeformten Gleichung eine andere Kurve erscheint, war die
Umformung sicher falsch.

Erscheint dieselbe Kurve, kann die Umformung richtig sein. Es kann aber auch sein, dass
der Fehler so klein oder so geartet ist, dass man ihn am Computer nicht sieht.
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Kurven Polarkoordinaten und Kurven -6-
Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Uni LUneburg, 17. Dezember 2003

Ein Punkt P der x-y-Koordinatenebene
wird statt mit x und y duch seinen Abstand

V" vom Ursprung und den Winkel
gﬂcharakterisiert, den » mit der

“Polarachse”, der positiven x-Achse, bildet.
/" und ¢ heilRen “Polarkoordinaten”.

xund y heilden “kartesische” oder
“rechtwinklige” Koordinaten (nach bescartes=Kartesuis).

Umrechnung gemaR Bild: X=7rcos@, y=r sin @
2

2 2
und damitauch X —+ y =7

Kurven, die allgemein durch F'(x, y) = 0 beschrieben werden, gehen dann in
solche Uber, die mit G(7,¢) = 0 beschrieben werden. So wie man die erste
Gleichung gern nach y auflost, 16st man die Polargleichung gern nach 7” auf.

Wenn das geht, entsteht 7° = g((ﬂ) meist geschrieben als ' = I"(¢)

In dieser Darstellung kann die Kurve von Computern leicht gezeichnet werden: Tl Mode Graph
polar, im y=Fenster kann man dann 7 (&) als Term eingeben. 6 spielt die Rolle von @ und ist

als Taste vorhanden.
Die Hundekurve und alle anderen Konchoiden haben die leicht zu begriindende Polargleichung

7‘((0) — I’Stmﬁe ((0) i k . Herrchen wandert auf der Stral3e , bei der

Hundekurve oder Konchoide des Nikomedes eine waagerechte Gerade mit der Polargleichung
a

;i rgeradeStraﬁe ((0) = — , er hat seinen Hund
Sin @
an der Leine mit der Lange k , der Hund strebt (fur -k)
a2 2 4 & =8 stets zum Baum, der im Ursprung platziert wird. Die
Hundekurve ist der Weg des Hundes.
Far “+k” entsteht der obere Ast der Konchoide durch den Hund, der von dem Baum wegstrebt.
Nimmt man eine Kreisstral3e, entstehen die Pascalschen Schnecken, darunter die Kardioide mit

dem Baum auf dem Kreis.
Dann ist die Kreisgleichung fiir den verschobenen Kreis 7, ;5450 (¢) = 2¢ sin @

und die Gleichung der Pascalschen Schnecken:
r(p) = FkreisStrafe (@) £k = 2c sin @ + k . Dies folgt auch aus der algebrai-

schen Gleichung der Pascalschnecken: (x* + y% —2¢ y)? = k?(x* + y?)
Etliche algebraische Kurven, aber auch Spiralen und “Bluten” eignen sich besonders

fur die Darstellung in Polarkoordinaten.
Im 3D-Raum gibt es entsprechend Kugelkoordinaten und Zylinderkoordinaten.
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Kurven

-7-a

Hundekurve: Konchoide des Nikomedes

Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Uni Lineburg, Feb. 2004

Gegeben ist eine “Stralle”, hier die Gerade ) = A, auf der der Punkt Q wandert.

Auf der Geraden OQ liegt P in konstantem Abstand k von Q. P kann man als “Hund

”

auffassen, dessen Herrchen auf der Straf3e wandert. Der Hund strebt dem Baum “O”
zu, hangt aber an der Leine mit Lange k. Die “Hundekurve” ist die Bahn des Hundes,
der geometrische Ort von P. Bei allgemeinen Konchoiden kann die Stral3e irgendeine
Kurve sein. Beim Erkunden merkt man, dass dile Konphoide einen zweiten Ast hat.

2 2 2
Kreis um Q(u,v): (.x — u) + (y — V) = k (Pythagoras oder Kreisgleichung)

X u
Ahnlichkeit oder Strahlensatz — = —, StraRe in Abstanda: V = .
y 1%
X d. > 2 2
Zusammen ergibt sich: (X — —) + (y — a) =k
Y

X (y—a)’ +y*(y-a)’ =k’y’
2 2 2 2.2
Gleichung der Hundekurve: (x + y )(y o a) — k y

Polardarstellung der Strale im Abstand a: TStrape =

_a
sin(p)

a

Polardarstellung der Hundekurve: V" = —— T

sin(p)
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Polarkoordinaten, Grundlage

Prof. Dr. Dorte Haftendorn 2012 Tl Nspire Beispiel Hundekurve

Grundlage Polarkoordinaten

Polark | WWW. F tik: hen.de Prof. Dr. Dorte Haftendorn
2012 Dort im Bereich Kurven, Hohere Kurven, Kenchoidenmehr zur HundeKurve

Grundlegendes: Offne ein Graph-Fenster.Wahle unten bei (re Maus oder Menu)
Grafiktyp "Polar” aus. Der Polarwinkel heil} standardmalRigtheta # + & Man kann
am PC einfach das Wort theta schreiben.

Am Handheldist es Sonderzeichen{crtl Buch). Trage den polaren Funkionterm

1
sin[#]

ein. Trage hier z.B. +2 an der Cursorstelle ein.

-7-b

916

Kk =5,

10,

Im nachsten Graphfenster

ist wieder die Hundekurve gezeigt, diesmal mit einem Schiebereglerfur die
Leinenldngek und die Entfernung der Stralle vom Baum a.

Ubrigens sollte man sich angewthnen,die Schiebereglerstets mit
Doppelbuchstabenzu bezeichnen. Anderenfalls ware es namlich unmaglich, die
Formel mit den allg inen P tern zu

rlg)-—2 "
sin( )
Werte erscheinen und das Allgemeine wurde gar nicht deutlich.

=k Es wirden dann hier die amSchieb lmr e :

1.3

Das nachste Graph-Fensterist ein Geometrie-Fenster.

Letzteres ist aber auch nichts anderes, es ist nur vorgesehen fir jungere
Schulkinder z.B., wenn die Achsen gar nicht sinnvoll sind.

Bei den Algebraischen Kurven und in der Analysis sind aber die Achsen sinnvoll.
Daher ist es besser ein Graph-Fenster zu wahlen.

Die Hundekurveist nun rein geometrisch erzeugt. wie man es in GeoGebra
auch machen kénnte.

Die Geometriewerkzeuge bekommt man am PCim Graph-Fenster mit dem
Symbol "Werkzeug” (Hammer und Schraubenschlissel). am Handheld mit Taste

menu.

Die Ub gungder Lei
"Zirkel"

Q ist auf der "Strafle” frei beweglich, daher kann ma Q animieren.

Das geht mit am PC mit re-Maus Attribute, unterer Eintrag, jetzt eine Zahl
eintippen. z.B. 2 (es erscheint dafir ein Kasten). Da geht nach Enter die
Animation schon los. Es erscheint zum Steuern ein "Player”,

geauf den Kreis um q geleingt mit dem Werkzeug

0.63 i, 37
.
- 4.20
QI6 ¥
aa=2 kk =5,
0. 10. . T
Ee |
0.63 i, 37
.
- 4.20
13.83

15

polar-grund-ti2012.tns

5.76 u e
S H Q I 1
15.26 15.16]
CEE 2

1von:1
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Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Luneburg, www.mathematik-verstehen.de 1. Mai 2012

Kurven: Ellipse als affines Bild des Kreises

Ellipse als affines Bild des Kreises

Ellipse als affines Bil

)/

_—\' C
k=12
S
_-_""\ P
T .O
0 2 o 2 | 4
_.—-—-"""-’A
Variiere k und r - " haos Variiere k und r - ——"[p"vaocs
Achsenstreckung (~stauchung)| einfach ausgerechnet Achsenstreckung (~sta ei ausgerechnet

Das affine Bild des Kreises

Ellipse als affines Bild dezp”b(reises > “ _ .
definieren wir als Ellipse.

3
' Abbildungen, die parallelentreu
-]B sind, heil3en affine Abbildungen.
P\ Dazugehoren die
1| /M I§ongruen_zabbi|dungen, die_
y y Ahnlichkeitsabbildungen, die

A, Scherungen, die

2% 3 Ja | Parallelprojektionen (also auch
nw parallelentreue Abbildungen des
: Raumes 3D in die Ebene 2D).
Affine Abbildungen werden in der
Linearen Algebra mit einer
Gleichung vom Typ

 Ortskurve ﬁ':Ap+f
_ = . Ha 2006
Geometrische Konstruktion : beschrieben.

Herleitung einer G%eichung fur das affine Bild des K;.eises. > .
Q:(M'lv) l':()('\/) Vegma w+Vv =r
Stabdmsatz - ,\?/_ =25 wl w=x

|

2 L 2 2  Ellipsengleichung in Mittelpunktslage
Moo x° 1 (TV) =a

, X2 2
)(l + a’_L;_\L. :&Z — + b—2 =
b* .

elli-affin.docx
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www.mathematik-verstehen.de
Prof. Dr. D6rte Haftendorn 2012

Ellipse als affines Bild des Kreises
Scheitelkreiskonstruktion

Ellipse aus gestauchtem Kreis

Algebraische Kurven, Ellipse als affines Bild der Kreises
www.mathematik-verstehen.de Prof. Dr. Dorte Haftendom|
Bereich Kurven —> Kegelschnitte —> Ellipse
Scheitelkreiskonstruktion (als Definition der Ellipse

Der violette Kreis heilt Hauptkreis oder Hauptscheitelkreis.
Sein Radius heilt "groRRe Halbachse", meist mit a bezeichnet.
Der blaue Kreis hei3t Nebenkreis oder Nebenscheitelkreis.

Sein Radius heif3t "kleine Halbachse", meist mit b bezeichnet.

I
y

e B

e | ._______/

x1(t)=4-coslt)
y1lt)=3-sinl¢)

x2(1)=4-cos(t)
y2(t)=4-sin(f)

7.35
Der Hauptkreis wird senkrecht gestaucht und zwar mit dem Faktor
] . I v a ;
k=— Hauptkreis: u=+v==a~ undnun— ;; . Dieses folgt aus dem Stahlensatz,
a ¥
wenn man sich durch N eine Senkrechte denkt. Es ist u=x.
2 2
Also gilt ‘—1 + \—7 1 Dies ist die Ellipsengleichungin Mittelpunktslage.
a“ b*
< f1(x)=
11 1.2
4.91 T
B
/— &
N\ P
0.5
X

-7.28 0.5 | 732 10
< filx)= w @ filx)=
1.3 14

elli-affin-ti.tns

1von:1


User
Textfeld
- 8 - b

User
Textfeld
- 8 - b 


Kurven Ellipse - Fadenkonstruktion -8-C
Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Uni LUneburg, 6. November 2002

P ist der geometrische Ort aller Punkte,
die von zwei festen Punkten eine
konstante Abstandssumme haben.

P

Behauptung:
Die Ortskurve ist eine Ellipse
F 2} Beweis:
Bekannt sei: Die Mittelpunktsgleichung

2 2
X
einer Ellipse ist —t y2
a“~ b
groRen Halbachse a und der kleiner Halbachse b. Diese Gleichung ist herzuleiten.
Legt man p auf die x-Achse, so sieht man Faden = 2a.

Dann gilt also nach Konstruktion L; +L,=2a <1>

=1 mit der

Pythagoras liefert L12 =y? +(x+e)? <2> mit e= OF 2 .
Ebenso L22 =y? +(x—-€)? <3>
Subtraktion L°-L,° =4xe < > <2> < >

3.Binom.F. (L -L,)(L +L,) =4xe (4)

<
Divisionund (1) 0 (L L,¥ % (5)

Additonzu (1) 0 2l 2ar 2xe (6)

a
2 2 2
Quadriert@ 0 L% a% 2xe Xze <6'>
4 a
x° e
n(2)0 a% 2xe — = y* (x € (7)
a

2
Sortieren X2(1—% )+ y2 =a’® —¢? <7>

NV
Mit b?i=a’-¢€® (8)folgt —+>>=1 (7")
a~ b
Gleichung (8) ist auch unmittelbar einsichtig. g.e.d.

Also ergibt sich aus der Gartnerkonstruktion die Ellipsengleichung, damit ist die
Bezeichnung “Gartnerellipse” oder “Fadenkonstruktion der Ellipse” gerechtfertigt.
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Analysis  Kriimmung Kurvenheft -9-

Prof. Dr.Dorte Haftendorn www.mathematik-verstehen.de 21. Juni 1997/ Jan 04

f sei eine zweimal differenzierbare Funktion. Dann gilt fiir die

f n X 1
() und den Krimmungsradius  r'(X)=——-

\/(1+ f '(x)2)3 k()

Im Nebenscheitel der Ellipse (hier BS)ist X =0 und f '(0)=0.

Krimmung &(X) =

1
Daher gilt dort x(0) = f "*(0)und r(0) = ——=.
f(0)
Implizite Ableitungen
x_2 + y_2 =1
a2 b2 k
E + Qy/ =0 /
a’ b2 _*-:A' ‘Ma'
2 2" 2 \ 4 2
ey T N|

2 .26
a2 b2
l + Zy// — 0
. a? b
Daher qilt:
pt = Zb
a2
— g2
r = -
b
2
Aus Symmetriegrinden gilt fir den Radius des Hauptscheitel-Krimmungskreises R = L
a

Man kann die Mittelpunkte der Krimmungskreise auf die gezeichnete Art auch geometrisch
finden.

Man verbinde dazu die Punkte (0/b) und (a/0) und félle auf diese Strecke von E= (a/b) das Lot.
Es schneidet die x- und die y-Achse in den gesuchten Punkten.

Weisen Sie nach, dass diese Konstruktion richtig ist.

2
Beweis: g =MbE hat die Steigung m = % , also gilt % = % ,esfolgt R= L . Weiter gilt
a
2
- 2 unddamit »= £_ | rals Strecke Mb BS.
a b b

kruemmungskreise-ellipse.wpd



T1-92 Geometrie Parabelorte ST

Dr.Doérte Haftendorn Johanneum Datel parathal pararech 1. November 2002

Konstruktion:
C wandert auf einem Thaleskreis auf dessen Durchmesser rechts eine L ehrerfortbildung
Tangenteerrichtet is. Die eine verlangerte Thalesdreiecksseite shneidetdie || Hd ke Giesemann. Dr. Dorte Haftendorn

Tangente rechts in einem Hilfspunkt B, in dem eine Parallele zum . . .
Durchmesser gezeichnet wird. Se schneidet die Verléngerung der anderen Richard Hansen, Reinhar d Kind, Susanne
Dreiecksseite in P. Gesicht ist dieOrtskurve von P. Schléger, Manfred Schneider

Hilfen

Beginne mit der Waagerechten und dem Krei s. Setze C auf den Kreis. Sorge
fur die anderen Linien.

Spurverfolgung: Trace (Spur) P mit F7 2 Trace on. 1 i TE'.L"-" 7 FEomg
R Eﬂﬁ!}&ll i
P

Animation von C Enter, Hand halten Zwille ziehen

Ortskurve im Gareen: 4 A Locus, Gehe zu P This Point Enter, dann zu dem
Hilfspurkt B ..Enter , abwarten. &
Wenn die Ortskurve zu eckig ist: 4F # of Loaus Points 50 oder mehr.

Beobachtung:
Die Ortskurve ist eine Parabel.

Beweis: Dreieck CPB ist &hnlich dem Dreieck, dasC mit dem
Durchmesser bildet. Osei der Scheitel. BO=x, BP = y dann gilt

y X

x  2r

AREEIT DEG AFFRON FLUNC

Konstruktion:
B wandert auf einer Geraden g . C liegt fest. Die Senkrechte auf der Strecke |
CB in C schneitet die Senkrechtein B auf g in P. Gesucht ist die Ortskurve |
von P.

Hilfen

Beginnemit der Serkrechte, nmm aber besser eine Strecke (F2 5 Segment)
Sorge fur die anderen Linien.

Spourverfolgung: Trace (Spur) P mit F7 2 Traceon.

Animation von B enter, Hand helten Zwille ziehen

Ortskurveim Ganzen: F4 A Locus, Gehe au P This Point Enter, dann zu dem  [mmcyais - 1] —

Hilfspurkt B ..Enter , abwarten.

Wenn die Ortskurve zu eckig ist: 4F # of Loaus Points 50 oder mehr. ¢ Ve
Beobachtung:

Die Ortskurve ist eine Parabel.
Bewel S:Ursprung in C. Im Dreieck CPB ist x die Hohe, Ist q der Abstand Es besteht ein erheblicher
von C aur Geraden G, dann ist y+ q die Strecke PB. Damit gilt nach dem Unterschied in der Hantierung mit

) 2 Ti92 und Euklid. Da TCist wohl in
Hohensatz xX- = yq

Schilerhand zu aufwendig in der
; Bedienung. Bei Euklid bestehen
Konstruktion: Auf BCistin C dieSenkrechte g (Hier waagerecht.) .

) : . ) . . keine Bederken.
errichtet. Der Kreis um A auf g mit dem Radius AC schneidet BA in P und
P2. Gesucht ist der geometrische Ort van P und P2, wem A auf g wandert.

Bei dieser Konstruktion wird der Purkt B nie ganz erreicht. -+ l_f’-‘[f‘;ﬂ‘f’f.ﬂfm 'i
* B b

Beobachtung: B |
Es entsteht eine Kurve mit Schlaufe, die man Strophoide |
(Seilkurve) nennt. |

Resumee: A

Sehr lohnende Aufgaben mit enfachen Kanstruktionen, die auf die Parabel

fuhren und sichmit Methoden von Kl. 9 begrinden lassen. Sie verlangen &

allerdings nach einer Abrundung durch Félle, die nicht auf Parabeln fuhren. CETe shampren PR

In dieser Richtung eignen sich viele andere algebraische Kurven.
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Kurven Orte erkunden_1 2 3
Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Universitat Lineburg, Nov. 02

Konstruktion: Ort_1

Q wandert auf einem Thaleskreis auf dessen Durchmesser rechts eine Tangente
errichtet ist.
Das Thalesdreieck ist eingezeichnet, Welche Eigenschaft hat es?

Die eine verlangerte Thalesdreiecksseite schneidet die Tangente rechts in H‘ T
einem Hilfspunkt B, in dem eine Parallele zum Durchmesser gezeichnet wird.
Sie schneidet die Verlangerung der anderen Dreiecksseite in P.

Gesucht ist die Ortskurve von P.

Hilfen far TI

Beginne mit der Waagerechten und dem Kreis.
Setze Q auf den Kreis. Sorge flur die anderen Linien.
Spurverfolgung: Trace (Spur) P mit F7 2 Trace on.
Animation von Q, Enter, Hand halten Zwille ziehen
Ortskurve im Ganzen:

F4 A Locus , Gehe zu P This Point Enter, dann zu dem Hilfspunkt B ..Enter , abwarten.
Wenn die Ortskurve zu eckig ist: Format, Number of Locus Points 50 oder mehr.

Konstruktion: Ort_2

Q wandert auf einer Geraden g (waagerecht).

A liegt fest, aulRerhalb von g.

Die Senkrechte auf der Strecke QA in A schneidet die Senkrechte aufg
inQ im Punkt P. (S2=P)

Gesucht ist die Ortskurve von P.

Hilfen
Beginne mit der Waagerechten mit Q, A frei setzen. Strecke AQ.
Senkrechten bei Q und bei A.

Konstruktion: Ort_3

Auf der Geraden g ist in O die Senkrechte errichtet. ™
Auf dieser liegt B. Y
Der Kreis um Q auf g mit dem Radius QO schneidet AB in P und R. { \

. —
Gesucht ist der geometrische Ort von P und R, wenn Q auf g :'-' \ f.-'
wandert. N, \.,f

ANy P

Bei dieser Konstruktion wird der Punkt B nie ganz erreicht. T \,\
Beobachtung:

Es entsteht eine Kurve mit Schlaufe, die man Strophoide (Seilkurve) nennt.

www.uni-lueneburg.de/mathe-lehramt
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Kurven Orte gefunden_1

rof. Dr. Dorte Haftendorn] Universitat Liineburg, Nov. 02

Konstruktion: Ort_1

Q wandert auf einem Thaleskreis auf dessen Durchmesser rechts eine Tangente
errichtet ist.
Das Thalesdreieck ist eingezeichnet, Welche Eigenschaft hat es?

Die eine verlangerte Thalesdreiecksseite schneidet die Tangente rechts in H\' T
einem Hilfspunkt B, in dem eine Parallele zum Durchmesser gezeichnet wird.
Sie schneidet die Verlangerung der anderen Dreiecksseite in P.

Gesucht ist die Ortskurve von P.

Interaktiv mit Z.u.L.

Beobachtung: Die Ortskurve sieht aus wie eine Parabel.

-1-1 h‘ Eaﬁ!]&'!l 75_:#_ TE?]W

F
-]

AREEIT DEG AFFRON FUMC

Behauptung: Die Ortskurve ist wirklich eine Parabel

Beweis:

Das Dreieck QPB ist rechtwinklig und dem

Thalesdreieck dhnlich. Ebenso Dreieck BPO und BOT.
Man betrachte dazu Wechselwinkel an Parallelen.

Mit Xx=BO und y=BP it y-x
X 2r

Dabei ist I' der Radius.

1
Also gilt Y = 2— X2. (y-Achse nach links, x-Achse nach oben) g.e.d.
r


Dr. Haftendorn
Interaktiv mit Z.u.L.
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Ebenso Dreieck BPO und BOT.


Kurven Orte gefunden_2 ~13-a

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Universitat Lineburg, Nov. 02

Konstruktion: Ort_2

Q wandert auf einer Geraden g . A liegt fest.

Die Senkrechte auf der Strecke QA in Q schneidet die Senkrechte in
Aaufg inP.

Gesucht ist die Ortskurve von P.

Hilfen
Beginne mit der Waagerechten mit Q, A frei setzen. Strecke AQ.
Senkrechten bei Q und bei A.

Beobachtung:

Die Ortskurve sieht aus wie eine Parabel.

Behauptung:

Es ist wirklich eine Parabel.

Beweis:

Wahl der Koordinatensystems

mit Ursprung in A in Ublicher Art.

Da das Dreieck QAP rechtwinklig ist,
gilt der Hohensatz



User
Textfeld
 - 13 -a

User
Schreibmaschinentext


Orte erkunden 3 Orte gefunden

Prof. Dr. Dorte Haftendorn 2002, 16.5.08 MuPAD 4 Update vom 16. Mai 08
www.mathematik-verstehen.de
+++++++++++++++H+

http:haftendorn.uni-lueneburg.de

orte_%efu nden_3.pdf
4

% @ Pauf lorus
{)r-k)z'+ },z.ﬁki.

N D xt-2Xu ryF=o

Gan® x*-2x2= +y =0 [~y

Xa(é"}f) ~2bxt | Yl(b—y.ﬂf-'ﬂ
=Xty =bx® Fyrlp-y)=o

Yilb-y)=x{ bty)

Shroph sinte.

plot(plot: :Implicit2d(y*2* (b-y)=x"2* (b+y) |b=4,
x=-6..6,y=-4..5), LineColor=[1,0,0],

LineWidth=1) ;

-13-b

N Q=(u,0) @ Stablemrate

3 65(05) U N ¢ oS UL é

5 RALNANE —JE JE-=s y=ub—bx
| Pelry) oY Wb=wy = bx

Weiteres im Internet,
Kurven, Bereich: Erkunden

N
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Algebraische Kurven

-14-
Der Hohenschnittpunkt wandert auf paralleler Stral3€

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Arbeitsblatt, Ta-Tagung Wetzlar 2002 Lohnt auch fiir andere Dreieckspunkte und andere StraBen

Q

1) Konstruiere zur Strecke AB durch V eine
g Parallele g.

Setze den Punkt Q zugfest auf g
und farbe das Dreieck ABQ.

Speichere dieses Dreieck, denn es ist die
Grundlage einer ganzen Aufgabenfamilie.

Probe: Wenn man an Q zieht wird das Dreieck nur geschert, g muss

fest bleiben. Wenn man V bewegt, darf g nur parallel verschoben
werden, hier also nur auf und ab parallel zu AB bewegt werden.

2) Konstruiere den Hohenschnittpunkt.

Prufe, ob der Hohenschnittpunkt zugfest ist.
Wahle einen neuen Namen flr diese Zeichnung und speichere sie.

Lasse Q auf der Stral3e g wandern und erzeuge
die Ortslinie von P
Handwerk: Wahle das Icon ,Ortslinie“ und folge den Hinweisen in der

Statuszeile.
Bei Dynageo(Euklid) erst P anklicken, dann Q ziehen.

B

Experimentieren,
Beobachten und
Nachdenken soll die
Fragen klaren helfen.

Frage A) Welche Ortslinienformen kommen vor?

Frage B) Welche besonderen Punkte liegen auf der
Ortslinie?

Frage C) Welche Lage kann Q in Bezug auf die Ortslinie
haben?

Frage D) Was ist Besonderes an dem Dreieck zu sehen,
wenn die Ortslinie die Gerade g schneidet?

YV WV VYV

Losungen

—

Z

Die Ortslinie ist ein Bogen.
Der Bogen konnte ein Parabelbogen sein.

X/ 7/ X/
L XS X X g

Der Bogen kann unten nicht wieder zusammenlaufen,

weil ja P immer auf der HOhe hc unter oder Uber Q
liegt und Q auf der Geraden g ins Unendliche laufen
kann. Also ist die Ortslinie kein Ellipsenbogen.

% Der Bogen hat seinen Scheitel Uber der Mitte von AB.

B) A und B missen auf der Ortslinie liegen, denn wenn

das Dreieck bei A bzw. B rechtwinklig ist, ist A bzw. B

A R selbst der Hohenschnittpunkt P.
Datei paralldreieckhoehoe.doc

A\

Q /g
P
P
V,
A B

-~



User
Textfeld
-14-


-15-

Algebraische Kurven Der Hohenschnittpunkt wandert auf paralleler Stralze, TI-Cabri
Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Arbeitsblatt, T>-Tagung Wetzlar 2002,

1) Konstruiere zur Strecke AB durch V eine

SGhnitut der .... ciche an 0. Parallele g.

y Setze den Punkt Q zugfest auf g
/\:‘*‘tskm ven P21 und hebe das Dreieck ABQ durch fette Linien hervor.

Variiere L.
A E

_ Hasim2 - Speichere dieses Dreieck, denn es ist die Grundlage
einer ganzen Aufgabenfamilie.

Probe: Wenn man an Q zieht wird das Dreieck nur geschert, g muss fest bleiben. Wenn man V bewegt, darf g nur
parallel verschoben werden, hier also nur auf und ab parallel zu AB bewegt werden.

2) Konstruiere den Hohenschnittpunkt.

schnitt fer Hobsh ne an 0. | Priife, ob der Héhenschnittpunkt zugfest ist.
Wahle einen neuen Namen fir diese Zeichnung und speichere sie.

+ ortskurve von P27 | Lasse Q auf der StralRe g wandern und erzeuge die

F Uarii U, ..
e Ortslinie von P
AL E Handwerk: Setze Spur flir P bei F7 (Trace), F1 oder ESC, dann zu Q
HURYEN BEG AUTO FUNT laufen (ThiS Point) Hand drticken, gedri]ckt halten und Q mit den

Cursortasten ziehen. Besonders flr die neueren Tl ist das die beste Art.

Alternativ: Setze Spur fur P bei F7 (Trace), dann F7 Animation, Q anklicken, Hand drucken, gedrickt halten und Q
mit den Cursortasten ziehen. Dabei bewegt sich Q nicht. Man kann sich vorstellen, dass man wie bei einer Zwille
Energie in Q pumpt, 1asst man nun los, wandert Q auf seiner Stralle und P malt seine Kurve. Das geht solange, bis man
enter drickt.

Alternativ: Ortskurve vom Tl rechnen lassen. F4 Locus, P anklicken, Q anklicken, Abwarten, bis in der Statuszeile
BUSY verschwindet. Die Ortskurve erscheint als Objekt. Wenn sie zu sehr wie ein Streckenzug aussieht, muss man bei
F8 Format, # of Locus Points, eine hdhere Zahl wahlen.

Bemerkung: Im Gegensatz zu anderen DGS kann man bei Cabri auf die Ortslinie sogar zugfest Punkte setzen.

Experimentieren, » Frage A) Welche Ortslinienformen kommen vor?

Beobachten und » Frage B) Welche besonderen Punkte liegen auf der

Nachdenken soll die Ortslinie?

Fragen klaren helfen. |>» Frage C) Welche Lage kann Q in Bezug auf die Ortslinie
haben?

» Frage D) Was ist Besonderes an dem Dreieck zu sehen,
wenn die Ortslinie die Gerade g schneidet?

Losungen Halt, nicht vor dem Ausprobieren ansehen!!!!ITTTHITTHITTIIIIIT

+ Die Ortslinie ist ein Bogen.
+«» Der Bogen konnte ein Parabelbogen sein.

Schnith, der Hiheg: gy

Ziehe an G

i % Der Bogen kann unten nicht wieder zusammenlaufen, weil ja
T ——— P immer auf der Hohe hc unter oder tber Q liegt und Q auf
Variiere L. der Geraden g ins Unendliche laufen kann. Also ist die
Ortslinie kein Ellipsenbogen.
LI - % Der Bogen hat seinen Scheitel iber der Mitte von AB.

B) A und B miissen auf der Ortslinie liegen, denn wenn das
Dreieck bei A bzw. B rechtwinklig ist, ist A bzw. B selbst der
Hohenschnittpunkt P

i ortekurwe won pz| Varianten: Statt zweier Hohen kann man beliebige

y LT Kombinationen aus Dreiecksgeraden probieren,

z.B. wh mit sh... (siehe Weth) Datei parall3eckhoehoevoy.doc

Ziehe an 6.

Ha 2182
EURTER DEG AUTD FUHC
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Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Leuphana Universitat Lineburg, www.mathematik-verstehen.de 9. Apr. 2008

Kegelschnitte bei schragem Kegel
Erstellt mit

Archimedes

nach einer Idee, die ich
1977 entwickelt habe,
um Vektorrechnung und
Kegelschnitte auf
Schulniveau zu
verbinden.

Die Kegelachse geht
durch den Ursprung und
liegt in der xz-Ebene.

Die Spitze des
Doppelkegels kann auf
einer Geraden parallel
zur z-Achse bewegt
werden.

Der auf dem grunen Kreis
laufende Punkt definiert 4l $
eine Gerade, die den Kegel
erzeugt.
Der Schnitt dieser Geraden
mit der xy-Ebene ist auch
der Schnitt des Kegels mit
der xy-Ebene.

Fall 1

Die erzeugende Gerade
bildet mit der Kegelachse
einen kleineren Winkel als
die Kegelachse mit der xy-
Ebene.

Der Kegelschnitt ist eine
Ellipse.

Fall 2 A
Die erzeugende Gerade bildet .

mit der Kegelachse denselben

Winkel wie die Kegelachse mit \
der xy-Ebene.
Der Kegelschnitt ist eine
Parabel.

Fall 3

Die erzeugende Gerade bildet
mit der Kegelachse einen
groReren Winkel als die
Kegelachse mit der xy-Ebene.
Der Kegelschnitt ist eine
Hyperbel.
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DaGeoI Ha Thema 4.1 Kegelschnitte

Eine herausragende Rolle unter den Kurven der Ebene spielen die

Kegelschnitte.
Schnittflachen,
entstehen.

Es 14Rt sich zeigen,
sind und umgekehrt.
Allgemeine Gleichung 2.Grades:

Man vesteht daruntem die Randkurven der
die beim Schnitt eines Doppelkegels mit einer Ebene

daR alle Kurven zweiten Grades Kegelschnitte

a, X?+a,,yi+2a, ,Xy+2a, x+2a,y+t = 0

[ G]e:chung eines Kegelschmtts und der Polaren pg zum Pol Py(xq, ¥o) L
Ellipse Kreis Hyperbel
x2 4yt =2 iz._ - _};—3- =
! az bz
" - P ﬂsx_u&:l
a? b?
Parabel
% y*=12px
f2
w yyo = plx + xo0)
[Cle re \A
7 WInﬂ&z
B Ellipse (Kreis fir & = 90%) Parabel Hyperbel \ ;:&ﬁ: b: [,./f'
Schnitt von Doppelkegel und Ebene i g Cen L G{)
Ellipse Parabel Hyperbel 13.5-17 Tangenten von cinem Punkt 7, W’J[ (/L’))
FP+PF,=12a . auBerhaib' einer Ellipse: Polare p,
F:E = Dwﬁ"’z{nuzc am BPTL;‘AV&P wikt
9! Gemeinsame Scheitelgleichung der Kegelschnitte
y? = 2px — (1 — ¥ x?
. F Brénnpunkte.
Ny, Ny Nebenscheitel. F Brennpunkl. § Scheitel Fy, F, Breanpunkle,
r « HyH; Hauptachse, [ Leitlinie, p Parameter , 3 ;‘f s gﬂfﬁtt_:lpunkl,
** H,,H, Hauptscheitel . ;7_ 1L = 1+ 52 Scheitel
- [C‘ Ml Mittelpunkt a -l =@ “’+L _.e 3,5, Hyperbelachse
Ny N, Nebenachse Wi
i =+ B
y=tzX
Diskussion der Kegelschnittgleichung 4x® + Cy* + 2Dx + 2Ey + F=0
AC =0 N=D*4A+E}C—-F
N>0 A>0,C>0 h Ellipse
A0, C<CO keine reelle Kurve
AC <0 @[ Hyperbel ‘ .
13.5-23  Abhangrgkeit eines Kegelschnitts vou der
N=20 AC>0 Punkt numerischen Exzentrizitdt
AC L0 Paar sich schneidender Geraden
N<O A>0,C>0 keine reelle Kurve
A<0,C<L0 Eilipse o x
!ﬂ Ggomeéritc‘le DG-N{GH""?"’ der
AC < 0 Hypcrbel Gluadriken « 2
AC=0 A=0C=+0 D=0 Parabel
. D=0 Paar paralleier Geraden, die zu-
AN sammenfallen, wenn E2 — FC =0
: - ¥
A=0,C=0 E=x=0 Parabel
] | . "
‘ E=0 Paar paralleler Geraden, die zu-
’ = 3 sammenfallen, wenn D* — FA =0 X
il A=0,€=0 | nichtD=E=0 Gerade g‘ﬁ,}mi 2llinfr Méu
§ D=E=0 (trivial) Pryatopleirt
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Kurven Epsilon, die numerische Exzentrizitat
Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Uni Lijneburg, 13. Dezember 2003

Wird der Kegel mit dem halben
Kegel mit Offnungswinkel & von einer Ebene
0 Dandelinschen geschnitten, die mit der Kegelachse den

| T\ Kugeln Winkel £ bildet, so entsteht als

Randkurve dieses Schnittes ein
“Kegelschnitt”.

Gezeichnet ist die Situation fir o < [

Dann ist der Schnitt eine Ellipse mit der
grolRen Halbachse a , ihr grolder

Durchmesser ist also 2a, und dem
Brennpunktabstand 2e.

Schnitt-
ebene

e
Das Verhaltnis — gibt an, wie stark die
a
Ellipsenform von der Kreisform
abweicht, es wird “numerische
Exzentrizitat &~

e
genannt. & .= —

a
In der Zeichnung ist 2e = ¢ + e, und man sieht, dass fiir

Ellipsen € <1 ist. Fur =90 ist fallen F1 und F2

zusammen und e = 0 = &, es entsteht einKreis.
Seinun a < f < 90° wie in der Zeichnung.

(1) ¢ =y cosf, e;=y,cosf

(2) s =mcosa (3) 2a+x=(y, +y,+m)cosa , |
dahinein (2) einsetzen

4) 2a+mcosa=(y,+ y,)cosa+mcosa, also

@4"2a=(y, +y,)cosa
Zusammen folgt

2a COS
cos f =2a Z
cosa cosa

2e=¢,+e, =(y;+y,)cos B =

Also gilt . Diese Gleichung gilt auch fir 0° < < a < 90°,

also fur Hyperbeln, mit &£ >1. Fira = ,Bentstehen Parabeln. Da gibt es kein e
und kein a, aber die Definition & := 1flr Parabeln passt zu dieser Gleichung.


Prof. Dr. Haftendorn
Bleistift
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Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Universitat Laneburg, www.mathematik-verstehen.de 18. Nov 2006

Dandelinsche Kugeln im Kegel, Berechnungen flr die
Zeichnung

N,

S 0{:-:@4—! F=m 2m «
R T ol i R=(m+d)nwm «

oRNC K wom M,=(0,0,-m)
“Mlmn/m Mi:[o,'o,—m'”‘)

Urua o¥m Oc=m cos oc

-4 St Z

F e OR=O0C emo=wn1 OO oL

koC = OC s e = M Amac IR

5 ) — 3

Fr_ Urio v ko (_)L(u_’(m-l-o()m «

sk L Kq L 964«»#%)44&&4@&

R) - B(;fl’rwmun voh of:

R 840 4 T~= 444'{ [2 { ow_.___w

2 M Y’s ?m Awm o 44‘"/3

o R= S P ’3 oamec
N Sr" J'X m—

= +d)rmec b axn B

2m K

/>&Lg/»u&,@’/u~'-x

4=m

o X Ayl
ot.—_q,{-.r =me 'l-d;“Lﬁ

Vtﬂwﬂ“olm;n.( =2 wm A < ‘ ‘ .
BTWFWA)‘& T':,“(l{,,,V,,) V4"‘W’ pTﬁA/nP:iM—mmx mﬁ
W,=Vnj3=mamax cor 3

B (b v, ——mpy ol 2P "
U =~( +d) mir ec an 2 4 i fert F
tamye ol Pob = mmmses b, s gy,
2= -—m et

ey ] oA

- -m) o oc mp
-3 X +/M;n)32=—-M{W o= + 2 B)
In’ﬁi

—

Con Pombet P and Stamge | Licfe —h
>(—.-.-.'r'(l«.) coo t \/::T’(A)/M:nt z=-h
¥[X=htoma cot- = hlwwa mmt z=-L( T
liesgf o) Shons = ot hiboon < 002 € 4 i k)= - 1 (comecrtap)
= h=h(€t)=(cop tamu ot +amB) 77 o (evhra + i )
¥ ot wit) Porameler ook, von Panfolr ELlipo .

Nach Wahl von & P und m kann man nun die Zeichnung herstellen, die mit
den Dandelinschen Kugeln zeigt:

‘Satz: Kegelschnitte mit &« < 2 sind Ellipsen \
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Kegelschnitte und Dandelinsche Kugeln

EIIipse: Der Abstand der Berlihrkeise ist konstant, er ist
gleich der Gesamtfadenlange auf der Schnittflache, also ist
der Rand der Schnittflache eine Ellipse.

Parabel: per Abstand der Beriihrkeise ist konstant, in
der hellblauen Lage sieht man ihn auf der Mantellinie, zu
der die Schnittebene parallel ist. Auf der Schnittebene kann
man die violette Strecke noch verschieben. Dann sieht
man, dass jeder Punkt der Schnittkurve von dem
Beruhrpunkt dieselbe Entfernung hat wie von der Leitgeraden. Sie ist namlich die Schnittgerade
zwischen Schnittebene und der Ebene durch den oberen Berlihrkreis.

ZyIinder: Die Begriindung ist dieselbe wie beim Kegel mit Ellipse. Der Rand der Salami kann durch
die Fadenkonstruktion als Ellipse nachgewiesen werden.

Hyperbel: Hier nicht dargestellt. Man hat nimmt den Doppelkegel mit einer Kugel oben und einer
unten. Dann ist die Entfernungsdifferenz zu den Brennpunkten konstant.

dandelin-alle.docx
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Parabel Leitgeradenkonstruktion
P | ——

Faltkonstruktion
Markiere auf einem Blatt
untern einen Punkt F.

Falte die Unterkante hoch, so
dass sie f genau trifft.
Wiederhole das oft.

Die vielen Faltknicke lassen
eine Platz frei, der von einer
- -~ Kurve begrenzt wird.

Diese Kurve sieht wie eine
Parabel aus.

Es wird sich zeigen, dass es
y X auch eine Parabel ist.

Geometrisch sind die Knicke Spiegelachsen, mit denen
stets ein Punkt Q der Unterkante auf P abgebildet wird.
Links ist die Realisierung in GeoGebra zu sehen.

= y
.Y . /P(x,v) h=x va-2zP

> Y = X

){5' P

Q“‘-;V) Qly;.‘!—
22 |

/
"I/

/ ® Also ist die Ortskurve von P eine Parabel.
F / Q
_ nopaffailsy
paraballein=

gleichkommen, entsprechen
1Abszissenquadrat

An der Umformung X2 = 2P Y erkennt man, dass

das Quadrat Uber x (das Abszissenquadrat)

P flachengleich dem Rechteck aus dem Abstand y, den P
von der Scheitelgeraden hat, und Breite 2 p ist.
p heil3t auch Sperrung, p ist die Breite des
Kegelschnittes beim Brennpunkt.

Also qilt: Bei der aufrechten Parabel
ist das Abszissenquadrat gleich dem
3 / T Sperrungsrechteck.

Die nach rechts geotffnete Parabel hat die Gleichung

y2 =2 P X und das Ordinatenquadrat ist gleich dem Sperrungsrechteck.

par-leitgerade.docx


User
Textfeld
-21-


Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Luneburg, www.mathematik-verstehen.de 18. Mai 2010

Leitkreiskonstruktion von Ellipse und Hyperbel

Gegeben ist ein Kreis mit Mittelpunkt A und ein
Punkt F innerhalb des Kreises. Q wandert auf
dem Kreis. Die Mittelsenkrechte von FQ
schneidet die Radiusgerade AQ in Punkt P.

Die Ortskurve von P ist eine Ellipse.
Beweis:

AP+PF=AP+PQ=Radius=konstant.

Damit ist die Fadenkonstruktion der Ellipse
nachgewiesen.

Die Ellipse ist der geometrische Ort aller
Punkte, die eine feste Abstandssumme zu
zwei festen Punkten haben.

Nun liege F aul3erhalb des Kreises.

Die Ortskurve von P ist eine Hyperbel.
Beweis:

AP-PF=AP-AQ=Radius=konstant.

Damit ist die Fadenkonstruktion der Hyperbel
nachgewiesen.

A
Die Hyperbel ist der geometrische Ort aller Punkte,
die eine feste Abstandsdifferenz zu zwei festen
Punkten haben.
2 2 2 2
. XSy X“ y
E”|pse —2+—2:1 Hyperbe| —2——2:1
a b a b
b 2
p
F a e F " ’

Ellipse:  Abstandssumme von den Brennpunkten = 2a
Hyperbel: Abstandsdifferenz von den Brennpunkten = 2a

Ellipse: a’ —b? =g’ Hyperbel a® +b% =e° . stets gilt:

e
& = — und P= Ordinate am Brennpunkt und y2 =2pX— (1— 6‘2 ) X2
d

022-leitkreiskonstruktion.docx
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Gesucht ist der geometrische Ort aller Punkte P,
L P die von einem festen Punkt F die k-fache Entfernung

wie von einer Geraden haben.
P 3\ Die Gerade heil3t Leitgerade.

L Sie ist links bei G senkrecht gezeichnet.

Gl gl [k F x Behauptung:
Leit g)ﬂ Die Ortskurve ist ein Kegelschnitt mit der allgemeinen
y2=2px—(1-k*)x*

b Scheitelgleichung

Beweis: Das Achsenkreuz steht am Scheitel.
Es gilt nach Konstruktion (1) (x — kg)2 + y2 = k*I?

und 2) L=x+g

(2) in (1) ergibt @) (x—kg)* +1? = k*(x+ g)*

aufgeldst folgt  (3") x? - 2kgx + kzg2 + y2 = k2x? + 2k2gx +kzg2
sortiert @M (1—-kHx* =2k(l+k)gx+y* =0

y? allein 3" v =2k(l+k)g x—(1-k%) x*

Damit ist die behauptete Gleichung schon fast erzeugt.
Eingezeichnet ist p als Ordinate des Kegelschnitts am Brennpunkt.

Fir den Kegelschnittpunkt F* Gber F muss gelten 4) k(g+kg)=p,
denn er muss ja auch die Konstruktion erflllen. Also @4y k(l+k)g=p.

(4)in (3""") ergibt (5) y2 =2px—( l—kz)x2 die behauptete Gleichung. g.e.d.

Fir k =1 folgt y2 = 2 p x , eine Parabelgleichung.

Far k < lerglbt sich eine EIIIpse Beweis auf einer Extraseite.
Fir k > 1 ergibt sich eine Hyperbel. seweis au einer Extraseite.

Aus der Herleitung der Mittelpunktsgleichung geht hervor, dass mit (4") gilt
p _k(+k)g kg
a= = = .
1-k*  1-k* 1-k
Als Entfernung von Mittelpunkt zu Brennpunktist e = a — kg und damit gilt

P Sl S-S Uy S P
a a a kg

_ 2 2N\ 2
Also gilt unddamitauch y = 2 pP X — ( l-¢ )x
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Scheitelgleichung aus der Mittelpunktsgleichung

‘::_:')., A a2 fawammn
J}ﬁ-—%"- = ,P — D pr a-+r r#—-4=2~4/-—==2ﬁx 1T

TN faéméfwﬂr z/zam/ Pz ANNRENE

Mmléu o O I

H

024-scheitelgl-aus-mp.docx
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Kurven Herleitung der Mittelpunktsgleichung

aus der allgemeinen Scheitelgleichung aller Kegelschnitte
Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Uni L[Jneburg, 13. Dezember 2003

allgemeine Scheitelgleichung “ y2 =2 P X — ( l—kz)xz

Fir k =1 folgt y2 =2 p X , die Parabelgleichung fiir nach rechts geéffnete Parabeln.

Behauptung: Fiir £ < 1ergibt sich eine Ellipse, fir £ > 1eine Hyperbel.
Beweis durch Herleitung der Mittelpunktsform der Ellipsen~ bzw. Hyperbelgleichung.

(5')(1—k2)x2—2px +y2=0
2

5" x" - X + =
2 2P2 Y . 0
(1-k7) (1-k7)
2 2 2
(1-k7) (1-k7) (1-k°) (1-k%)
2 2 2
p Y P
@) | x— + =
[ <1—k2>j (1-k%)  (1-k%)?
2
14
x_
( (1—k2)J v’
(8) > + N =1
p (1-k7)p
(1-k*) (1-k*)
( 2
p
¥ —
o
o) ( : ) A
P P
(1-k%)° (1-k%)
Taufe fiir £k <1, Ellipse Taufe fir £ > 1, Hyperbel
2 2
a= p2 und b? = p2 a = 2p und b = f
(1-k7) (1-k7) (k-1 (k-1
(x—a)2 +y_2:1 (x+a)2 - y_2:1
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Allgemeine Scheitelgleichung der Kegelschnitte y2 =2 p X — ( 1—82))62 :

Hyperbel

Z
45
1
5

Parabel

1.5 2 £.5 3 3.5

cs>1

Ellipse

s <1

2p = Sperrung=Gesamthohe des Kegelschnitts am Brennpunkt.

Sei x eine beliebige Abszisse =Stelle auf der x-Achse.

Dann ensteht das Sperrungs-Rechteck aus der Sperrung und der Breite x,

Es hat die Flache pr und steht in der Scheitelgleichung rechts vom

“_»

-Zeichen

An derselben Stelle x entsteht aus der Ordinate y das Ordinaten-Quadrat mit der

“_"”

Flache y2 und es steht links vom “="-Zeichen.

c>1 Hyperbel
—1-£*<0

Daher wird rechts effektiv
etwas addiert.

Bei der Hyperbel hat also das
Ordinaten-Quadrat einen
gréleren Flacheninhalt als
das Sperrungs-Rechteck.
orepfailicy
(hyperballein) heil3t auf
deutsch Ubersteigen,
Ubertreffen.

In der Sprachwissenschaft ist
eine Hyperbel eine
Ubertreibung, z.B.
"himmelhoch", "wie Sand am
Meer". Die Vorsilbe Hyper-
bedeutet immer "UbermaRig",
"Uber-hinaus"

821 Parabel
=1-£*=0

Daher wird rechts nichts
geandert.

Bei der Parabel hat also
das Ordinaten-Quadrat den
gleichen Flacheninhalt wie
das Sperrungs-Rechteck.
aApafailsty
(paraballein) heifl3t auf
deutsch gleichkommen.
So ist auch in der Literatur
eine Parabel eine
gleichnishafte belehrende
Erzahlung.

g <1 Elipse
—1-£2>0

Daher wird rechts wirklich
etwas Positives abgezogen.

Bei der Ellipse hat also das
Ordinaten-Quadrat einen
kleineren Flacheninhalt als
das Sperrungs-Rechteck.

EALETTIELY (gleipein) heifit

auf deutsch ermangeln. In der
Sprachwissenschaft ist eine
Ellipse eine Einsparung von
Satzteilen, z.B. "Mach ich."
statt, "Das mache ich.".

Der Brockhaus schreibt, die
(ovale) Ellipse hielde so, well
es ihr an der Kreisform
mangelt. Diese Begrindung
ist aber nur "ausgedacht".
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Kurven Kegelschnitt-Parameter im Zusammenhang
Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Uni Lijneburg, 13. Dezember 2003

xZ y2 | | | x2 2
— 4+ = =1 Ellipse Mittelpunktsgleichung Hyperbel — — =1

a’ b? a’ b?

Fallsa = bheilt a groRe Halbachse, b kleine Halbachse.
Bei der Hyperbel haben die Asymptoten die Gleichungen y = i%x.
! Ellipse
e’ =a’-b*
b b S Hyperbel
F a e F * 82 = a2 + b2
2 e =Brennpunkt-
Abstand

b2
P=—
a

Allgemeine Scheitelgleichung der Kegelschnitte

yz — 2 p X — ( ﬁ_—gz)xz. Esgit & =Kk .

7 v

L ]

<1 c=1 s>1

g= Abstand des Scheitels von der Leitgeraden,
Ein Kegelschnitt-Punkt P, der den Abstand L von der Leitgeraden hat, hat den

Abstand &L = kL vom Brennpunkt. p = £(1 + &)g Ordinate am Brennpunkt.

Ellipse a = pz, bzi, Hyperbel a = 2[9 , sz
l-¢ 1-¢&° g -1 g —1
e cospf )
Numerische Exzentrizitat &€ = — = , mit & = halber Offnungswinkel des Kegels,
a CoSsa

0 < 8 <90° Schnittwinkel zw. Ebene und Kegelachse. ¢ = 1fiir Parabeln.
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Algebraische Kurven
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Arbeitsblatt Kurven Klasse 8

-28-

Seite 1/ 3

Hinweis: Die hier vorgestellte Moglichkeit, Kurven punktweise durch Abzahlen zu erzeugen,

ermdglicht das Uben fiir eine Klassenarbeit. Zu den Konstruktion 1,2,3 passen dann 6 und 7, die

auch an die Handlungsweise mit dem Faden anknulpfen.

Zu K4 passt als Transfer K5. Ein guter Vorschlag fur eine Klassenarbeitsaufgabe, die zu K4 und

K5 passt, ist auch die Versiera (Extrablatt)

Arbeitsblatt Kurven Kl 8 Seite 1

Dr. Haftendorn Dez 2001

Konstruktion 1 . |

Der Punkt P hat von der senkrechten Geraden - “/‘, } } } \‘\L | }

g dieselbe Entfernung wie von dem Punkt F. Pad 1] LN

Man kann das durch Abzahlen der Kreise und =t T
Karos feststellen. F hei3t Brennpunkt und g — | \/ ~ A
heilt Leitgerade. Ve NN i
Erzeuge durch Abzahlen weitere solche V7= } LN

Punkte P. / // } A NONSN Y
Der geometrische Ort aller P heifl3t Parabel. 1/ /7 | \ \WAYE
Handlungshilfe: P liegt auf der 12. Senkrechten / TN \ L\
Karolinie von links und auf dem 12. Kreis um F. [ —
Wo die 13. Karolinie den 13. Kreis schneidet ist wieder } ****ﬂ@% LT B
eine richtige Stellung fiir P, usw. i\ { 17‘ § ] -
Konstruktion 2 TU\ | / 11/
Ist fir P die Entfernung von F nur halb so grof \\ } 7 / 7
wie die von g, so entsteht eine Ellipse. INAY ~ 4
I.-Iandlung.shilfe: 6. sen__krechte Linie L!”Fj 3. Kreis . \\ N } > paravi ;
liefert zwei Stellungen fur P, dann 8. Linie und 4. Kreis |~ N \ §rad |
usw. - ‘\\‘{ } ‘L// . yion
Konstruktion 3 1T [~

Ist fiir P die Entfernung von F dreimal so grof |~ /,,4/"

wie die von g, so entsteht eine Hyperbel. ] = [T T LT
Handlungshilfe: 2. senkrechte Linie und 6. Kreis

liefert eine Stellung fur P, dann 3. Linie und 9. Kreis usw.

Konstruktion 4 = ~

P liegt auf der Geraden BQ und y .

hat von der waagerechten / N\

Geraden denselben Abstand wie - )\

Q. Das kann man durch Abzahlen / 5 / \

von Karos feststellen. - M / -
Wenn Q auf dem Kreis wandert,

bewegt sich P auf einer \ ’ /
"Kissoide", einer "Efeu-Kurve". amy

Erzeuge weitere Punkte P. N Y /
Handlungshilfe: Riicke Q eine B / P

waagerechte Karolinie herunter und

verbinde Q mit B. Auf dieser Gerade -

und genau eine Karolinie héher liegt der neuer Punkt P.

-4

-2
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Algebraische Kurven Arbeitsblatt Kurven Klasse 8

Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Arbeitsblatt, T>-Tagung Wetzlar 2002,

-20-

Seite 2/ 3

Konstruktion 5

P liegt auf der Geraden BQ und hat von

der waagerechten Geraden durch B

denselben Abstand, den Q von der

waagerechten Geraden durch M hat. Das

o

kann man durch Abzahlen von Karos

feststellen.

o]

Wenn Q auf dem Kreis wandert, bewegt

sich P auf einer "Strophoide", einer "Seil-

Kurve". .

g
[

Erzeuge weitere Punkte P.

[e)}

Konstruktion 6

Gesucht ist der geometrische Ort aller
Punkte, die von den beiden
Brennpunkten F1 und F2 die
Entfernungssumme s=20 Karos haben.
Erzeuge viele solche Punkte durch R
Abzahlen.

Fadenkonstruktion der Ellipse

Handlungshilfe: 20=10+10, also 10. Kreis
von F1 und 10. Kreis von F2, ebenso 11. und

Konstruktion 7
Gesucht ist der geometrische Ort aller
Punkte, die von den beiden !
Brennpunkten F1 und F2 die
Entfernungsdifferenz von d=8 Karos haben.
Erzeuge viele solche Punkte durch Abzahlen.
Fadenkonstruktion der Hyperbel

Probiere weitere Hyperbeln zu erzeugen, indem du fur d auch andere gerade

Zahlen wahlst.

Achtung: 1Karo = 1 Kastchenbreite = V2 Einheit
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Algebraische Kurven Arbeitsblatt Kurven Klasse 8  Seite 3/3

Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Arbeitsblatt, T>-Tagung Wetzlar 2002,

Arbeitsblatt Kurven Kl 8 Gleichungen
Dr. Haftendorn Dez 2001

Welche gesicherten Punkte haben die Kurven auf dem Kurven-Arbeitsblatt?
Achtung: 1Karo = 1 Kastchenbreite = %2 Einheit

Welche Eigenschaften haben die Kurven fur grolle Werte?
Gibt es Grenzen fur die x- Werte oder die y-Werte?

Konstruktion Sichere Punkte x-Wert beliebig groB? |y-Wert beliebig groR?
Grenzen? Grenzen?

K1 Parabel

K2 Ellipse

K3 Hyperbel

K4 Kissoide

K5 Strophoide

K6 Ellipse

K7 Hyperbel

Welche Gleichungen gehoren zu welchen Kurven auf dem Kurven-
Arbeitsblatt?

Fir K1, K4, K5, K6, K7 (ohne K2 und K3) gibt es mindestens eine Gleichung.
Prufe mindestens zwei der gesicherten Punkte.

Achtung, einige Gleichungen sind nur umgeformt worden.

Allerdings gibt es auch falsche Umformungen. Welche sind das?

A B C D
1 xz 2
X8-»=y" |y =8x |87 =y(x"+7) > %:1
2 X @-y)=y"(@G+y) A -y =y +)) |4 -y =yxP+ )]
3 2 2
%—f—z:l x* =8y 8x2—yxz:y3 8)62—)72)/3

Beispiel: Aus der Konstruktion ist zu sehen, dass P(4,4) auf der Kissoide liegt. Nun prufe ich,
welche der Gleichungen fir x=4 und y=4 eine wahre Aussage ergibt.

Gleich oben links mit A1 habe ich Gliick, denn 4°(8—4) =4’ ist wahr. Das kann die
Kissoidengleichung sein. (0/0) erflllt die Gleichung auch. Fir y=8 ist die Gleichung unerfullbar:
0=83. Das passt auch zur Kissoide. Da keine andere Kurve den Punkt (4/4) enthalt, wird dies die

Kissoidengleichung sein. C1 und C3 sind Umformungen davon, D3 ist eine falsche Umformung
oder eine andere Kurve. Datei k-g-arbeitsblatt.doc


User
Textfeld
-30-


-31-

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Luneburg, www.mathematik-verstehen.de 20. Juni 2008

Arbeitsblatt Kurven Klasse 8 Gleichungen zu K1, K2 K3

Die Scheitelgleichungen lassen sich leicht aufstellen. Man hat ja den Abstand F
von G, namlich 8. p ist bei diesen drei Aufgaben entweder gleich 8, die Halfte
von 8 oder das Dreifache von 8

@/ karo =4 ﬁu%f;m? prerpe Caii

b }/ =Zpx p=8&
Y& =2-8x
. V% A& x
?
) @ Y52 2p x—l-x =2 Yx =) )x*
0, Go=z5F |V - Ex x| x
= ] R AR —=
=EO=5 078 lpla-ts=%
byrk: Gh=2Fh  a-Z

G| M A
\ F / = bk=AL FA—=—3 M=(a/o)= /;/a)
oo™ QJHF- A=
GF =% /f&; ==-3 "','Je.u’ﬁ-"g'.;
Aor (X—2)" 2 Zate®
T E e
3
Andire Brt- cuwr s :'é.(x"' Tr (""'”' ""’z)-;-y =0
rr f’\}/ :3 (X"-'"")L-E—y .(I"i"’
A’{“ + c¥ a4
3t 2
P . =3.6F=3-922¢

Bwﬁ' B360=0F .. GI+0F =5 => =2

}/ =2p x~la-gW* h?{xnﬂ-s 3) yr=0
Vs zz,vfxe(/z—ﬁ)x P(x+3)" = y*=22

- YHYE oy
Jol e fyrweee ] P e
— S x

Bei Ellipse und Hyperbel muss man noch die y-Achse in den Scheitel stellen.
Die Gleichung in der verschobenen Mittelpunktsform lasst sich auf dieselbe Art
bestimmen mit der man in Klasse 9 die Scheitelform der Parabel bestimmit,
namlich mit quadratischer Erganzung.


Prof. Dr. Haftendorn
Bleistift
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Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Luneburg, www.mathematik-verstehen.de 25. Mai 2008

Konstuktion 4 vom
Arbeitsblatt Kurven KI.8

Kissoide

Herleitung der Gleichung:
@ V-a-= a--y @ v=20-
@ ut+lv-a)2a® it Q)

‘2,

(2a-y)

® % T }K D xPr (eoy) e

(.?,a.s-y)l)(l -2&.)/3-!-)/“‘-::&
(Za -y)?‘x‘ ==(Zq..-)/) \Vass ]:(Za.*y) Jir y*20

Y

H (22 -y) x* _;y:" I kiscoide mt %273

Fur y=2a folgt v=0 aus Gl1, aus GI2 folgt dann u=0.
also liegt dann Q in B. Ruckt Q an B heran, wandert x nach
Unendlich und y gegen 2a.

Man sieht auch an der Kissoidengleichung, dass y=2a links
0*x"2 aber rechts 8 a"3 ergibt, das ist nur flr x-> unendlich
kein Widerspruch.

Also ist die Gerade y=2a die Asymptote.
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Algebraische Kurven  Zu Arbeitsblatt Kl 8, Konstruktion 4, Kissoide
Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Arbeitsblatt, T>-Tagung Wetzlar 2002
Konstruktion 4 - ~
P liegt auf der Geraden BQ und hat pa : N
von der waagerechten Geraden ; x Q
denselben Abstand wie Q. Das kann 1 /\
man durch Abzahlen von Karos P /
feststellen. - - d _
Wenn Q auf dem Kreis wandert, .
bewegt sich P auf einer "Kissoide", \ - /
einer "Efeu-Kurve". any
Erzeuge weitere Orte fiir Punkt P. \\ L // /
\\B 1
= 4 =2 2 4 g

Realisierung in Schritten im DGS Dynageo-Euklid

EreUge ZUerst das FEChWINKIIge KreUz bej B, s
Du kannst das Koordinatenkreuz nehmen.

Setze M zugfest auf die Senkrechte,

der blaue Kreis muss durch B verlaufen.

Setze Q zugfest auf den Kreis,

verbinde BQ mit einer Geraden, probiere ob alles zugfest ist.
Wahle mit dem Schnittpunkt-Werkzeug den Mittelpunkt des
kleinen Kreises und konstruiere so P.

Uberlege, warum damit die oben geforderten Strecken gleich
lang sind.

Ziehe an Q und beobachte P, vergleiche mit deiner Von-Hand-Konstruktion oben.

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Erzeuge die Ortskurve von P.
Q Handwerk: Icon ,Ortslinie aufzeichnen*, P klicken, Q ziehen.
Diese Kurve heil3t ,Kissoide* oder ,Cissoide”.
\ Die Griechen nannten sie so nach der Spitze, die ein Efeublatt hat
" (cissos=Efeu). Welche besonderen Eigenschaften der Ortskurve
l’ kannst du erkennen. Priife durch Ziehen an M, ob die von dir
gefundenen Eigenschaften zugfest sind.
‘V Losung: Die Kissoide kann nicht héher steigen als bis zur

B waagerechten Geraden durch den héchsten Punkt des
Grundkreises. Man sagt, sie hat eine Asymptote. Weiteres s.u.

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Die tropfenférmige (rote) Spitze fand Mathix, als er das obere Bild
vergrolierte. Mathilde hat in der vergroRerten Version die Ortskurve
nochmals gezeichnet. Sie wurde spitzer.

Wie ist es denn nun? Reicht sie genau bis B? Ist sie spitz?

Losung: Die Kissoide erreicht B, denn wenn Q ganz oben auf dem Kreis ist,
muss P ganz unten, ndmlich in B, sein. Computer zeigen nicht immer alles!!!!
Wenn Q im Uhrzeigersinn auf dem Kreis wandert, lauft P in einer Linkskurve auf
B zu. Der Kreis ist ganz gleichméRig, es ist kein Grund zu sehen, warum bei B

eine kleine Rechtskurve sein sollte. Nach B ist es auch eine Linkskurve.
KI8konstr4Kissiode.doc
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Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Luneburg, www.mathematik-verstehen.de 25. Mai 2008

Konstuktion 5 vom
Arbeitsblatt Kurven KI.8

Strophoide

Herleitung der Gleichung:

@v-a=y (y*ﬂ-)z 2 2 2

@ u"~+/r-a)’-gﬁ,‘ ?2.—_ Xy

O L-u (yra)®x' = (a®=y)y* fr(a&—r’l

¥ [(ary)x?* = ta-y) =l
Strophoide

Fur y=-a folgt v=0 aus Gl1, aus GI2 folgt dann u=0.
also liegt dann Q in B. Rlckt Q an B heran, wandert x nach
Unendlich und y gegen -a.

Man sieht auch an der Strophoidengleichung, dass y=-a links
0*x"2 aber rechts 2 a"3 ergibt, das ist nur flr x-> unendlich
kein Widerspruch.

Also ist die Gerade y=-a die Asymptote.

|Hinten folgt noch mehr zur Strophoide, in Internet eigene Leitseite.l



User
Textfeld
-34-

User
Textfeld
Hinten folgt noch mehr zur Strophoide, in Internet eigene Leitseite.


Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Lineburg, www.mathematik-verstehen.de

Konstuktionen 6 und 7 vom Arbeitsblatt Kurven KI|.8

-35-
25. Mai 2008

Ellipse Hyperbe
a rars IR v Y
7 S 7 S
A b FLA K S0
1 WAV p % 7 LN P X
R o TR AN AN X U B R LY. AV N B
LIALAIALALA LIALAIALLLA
I{' - [, r/ = [,
H %L > Wi s o
_ - ] 7
VIV AR
W N A LMW o W
- I CASIN -
) J )
A VilllayA Oy Vilbar
12X 1A
X i N o AL A N ot AL
,._____}ga__{ o= ra—{e-a)
2a=240 e=y F, € F d=24
oz o A< N
g e b =et-a*
b=at—et b = (Y —At =47
b= M0 —6Y =34 =V o2
X* 2
L =¢ 7R bk szf\
x* __\Lz‘ H %i C
—— — Y &r &
A00 * 3¢ =1 £ //

Cllipse
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Algebraische Kurven Die Versiera der Maria Agnesi
Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Arbeitsblatt, T-Tagung Wetzlar 2002

Konstruktion der — »

Versiera (Hexe).
Um den Punkt M auf 6
der y-Achse ist ein / i
Kreis mit dem Radius oM/
r=4 und eine Parallele
zur x-Achse im Abstand
2r zu sehen. R4
Q lauft auf der : - / :
KreisstraRe. Durch den e
Ursprung und Q verlauft o ~ > 10
eine Gerade, die die Parallele in H schneidet. Auf die gezeichnete Weise ergibt sich P, P hat also
die x-Koordinate von H und die y-Koordinate von Q. Erzeuge weitere Stellungen von P, verschaffe
dir einen Uberblick tber die Ortskurve von P.

——

7~
o/

Geschichtliches: Maria Agnesi untersuchte diese Kurve 1748 in inrem Buch Istruzioni Analitiche. In
altitalienisch heifdt ,versiera“ sowonhl ,frei beweglich® als auch ,Hexe“. In englisch heil3t die Kurve
nun ,Witch of Agnesi“. Schon fruher hatte Fermat die Kurve untersucht.

Begrinde, warum die Punkte B(8/4) und C(-8/4) gesicherte Punkte der Versiera sind und nenne
einen weiteren gesicherten Punkt.

Die Gleichung dieser Versiera ist |y (x”+ 64 )=512|,

Bestatige, dass die drei sicheren Punkte die Gleichung erfillen.
Berechne zu drei selbst gewahlten x-Werten die zugehorigen y-Werte.
Zeichne die drei so gewonnenen Punkte oben farbig ein.

Mathilde hat im Lexikon als allgemeine Gleichung der Versiera gefunden: y()c2 +a’ )=a3

welchen Wert hat a in dem obigen Fall?
Mathix hat im Internet als allgemeine Gleichung der ,Witch of Agnesi“ gefunden:

(x> +4r* )=8r"| welchen Wert hat r in dem obigen Fall?

Begrunde, warum beide Gleichungen dieselbe Kurve definieren. Was bedeuten a und r?

Mathinchen hat einige Versuche gemacht, die Gleichung umzuformen. Klare durch Einsetzen eines

sicheren Punktes, welche der folgenden Unformungsversuche sicher falsch sind.

512

a|y x> +64=512| b:|y == g S (x+8)°=8| d:|yx*+8°y=8
X+

Realisierung in Schritten im DGS Dynageo-Euklid

Erzeuge zuerst das rechtwinklige Kreuz bei U.

Du kannst das Koordinatenkreuz nehmen.

Setze M zugfest auf die Senkrechte. Konstruiere den Kreis mit dem
Radius MU und erzeuge den Schnittpunkt A, errichte dort eine
Senkrechte, also eine Parallele zur x-Achse.

Setze Q zugfest auf den Kreis, verbinde UQ mit einer Geraden,
probiere ob alles zugfest ist.

Erzeuge mit dem Schnittpunkt-Werkzeug H und konstruiere mit zwei
senkrechten Geraden den Punkt P. Die Geraden sind hier versteckt.
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Algebraische Kurven Gleichungsubersicht in Polarkoordinaten -1- -37-
rof. Dr. pborte Haltendorn, ezember
Kegelschnitte Konchoiden Pascalsche Schnecken =
P Gerade Stral3e, Hohenlage a Konchoiden mit Kreisstralie
r=r(0) ZW Leinenlange k durch (0/0), dort steht der Baum

Pol im Brennpunkt

4

r=r(9):$ik

a
Mittelpunkt (E’O)' Leinenlange k
r=r(f)=a-sin(fd) £k

-2
Kardioide mit a=k, hier blau, 2. von auRen

Kartesisches Blatt, k=1

r=1(0) =§k sin(26)
2 sin(0)® + cos(8)°

Rosette, Rosenkurve, c=4

r=r(0) =§ sin(20)

Kappa-Kurve

a
r=r0)= tan(é)
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Algebraische Kurven Gleichungsubersicht in Polarkoordinaten

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Dez. 03|

2

-38-

Kissoide allgemein Cassinische Kurven
1-ksin(@ 2 7
r=r(0) = ¢ L=KsIn) A _ KZcos®(20)
sin(6) - 2
k:Q, k=0_,5, Efeukurve k=1, Strophoide k=2,
Trisektrix k=4 r— r(g) — A+ \/AZ + 48.2 . k2

Bernoullische Lemniskate a=1,k=2

Boothsche Lemniskaten

a®

(+,b=3), (+b=4)

w

" k{cosz(@) . sin%(9)

b2

s

|

a=1, k=2, (+,b=1aulien), (-,b=1,Lemniskate),

_ 1 Dreiblatt,
Serpentine k=1 a =58 =L a=2 |r-r(g) =2sin(0) cos(20)
2k cos(@) —a sin(6)

r’=r(f)° = a—= >
sin(@) cos(0)

2
15

Doppel-Ei
r=r(@) =a cos(d)*
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Algebraische Kurven Ubersicht

Prof. Dr. Dorte Haftendorn 10/2001

Name |Kartesische Gleich. |Parameterdarst. Polarkoordinaten |Sonstiges
Ellipse 2 2 = 4 Kegelschnitt

Y Y y FEAeos R

a’ b’ y =bsin 6 1—&cos @ poiim

0<exl
Brennpunkt

Hyperbel XXy x=a cosh 0 Wie Ellipse, aber mit 1< & Kegelschnitt

R

a b y=bsinh
Parabel 2 _ Kegelschnitt

Y =2px e pcosd r = r(0) = p

1—-cosé 1—cosd
_ psinf
_ 1—cosé |

Kegelschnitte y2 =2px—(1- 82)X2 = 1(O) p Alle Kegelschnitte

Allg. Scheitelgleichung 1—ccosf
Konchoide 2 2 )2 — 24,2 Strae waagerecht in Hohe a Stralle waagerecht in

(X" +y )y—a) =k’y Wie unten mit f(£) = a r=r(0) = a Iy Hohe a

sin &
Konchoide r=1r(0)=R(O)+ k StraRe
Allg. = fl1+ k (0)=R(0) y=f(x)=71@
t+ (1) R=R(0)

k

y=f@®| 1=
( JE+ f(1)

1

Leinenlénge k, Baum im
Ursprung

-39-
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Pascalsche
Schnecken

(x2 +y2 —-a x)2 =k* (x2+y2)

r=r(@)=acos(f)tk

Kardioide

(x2 +y2 —a x)2 =a2(x2+y2)

r=r(@)=acos(f)ta

Spez a=k

Kartesisches 3 3 _ Schrage Lage, bei
Blatt X +y =3kxy Schmidt
keR* Auch gerade Lage
Rosenkurve ( 2 2\3 _ 2 .22 Schupp
X +y )Y =cx"y c . -
Rosette 7= 7,.((9) — 5 Sln(2(9) Schmidt
Boothsche 2 2 2 )
Lemniskaten | (x” + yz)z _ x_ziy_z W2 = COS2 0 + Sln2 0
a” b a b
Bernoullische 2 232 _ 22042 _ 4,2 2 _ 12 Spez a=b=k
Lemniskate | 5 TV ) =k(x"=y7) r==k" cos(20)
Alg Kissoide y2 (c—x)= X2 (0(52 ~1)+x)
Kissoide 200 )= 13
Efoukurve x(c—y)=y waagerecht
Kissoide 2 33 _ 2 2 . Schupp/23
— — = m =
Efoukurve |V (€—X)=x x=csin" 6 r=c” tan@sind
csin’ @
y =
cosf
Strophoide waagerecht
Strophoide y2 (C _ x) — 2 (C + x) cos 26 Spez Kissoide
r=—CcC—
cosf

-40-
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Trisektrix

Spez Kissoide

y(a® +x*)=2arx

2 2
y(c—x)=x"(3c+x) C
r= —4cosb
cost
Cassinische 2 2\2 202 2 4 2 Produkt der Abstabde
Kurven (x Tty ) Ze (x Y ) r —ZCI" COS 2& von zwei festen Punkten
2 2 ist konstant
= — 4 4
4a” —e —a*—c
Dreiblatt 2 272 _ 2 2
(" +y7) =2x(x"—y")
Kappakurve 4 _ 202 2 Schmidt / 72
yo=x(a -y) r ==+ Verwandt mit Strophoide
- gemeinsame
tan H Erzeugungsweise
Serpentine Schmidt / 61

Versiera der
Maria Agniesi

y(r2+x2):2r3

Schmidt / 64 mit
Serpentine
gemeinsame
Erzeugungsweise

Kartesische 2 2 22 _ 2 2 Schmidt / 143
Ovale (+y = f)y =(h-x)g r“+d” =r(a+bcos 0) Abst. Wie bei Ellipse,
nur vorher mit festen
Zahlen
multipiziert.
U.a Erzeugungsweisen
Doppel-Ei- 2 23 _ 2.4 2 Als Kochoide der

Aufgefuhrt sind nur algebraische Kurven.
Sie haben eine algebraische kartesische Gleichung und sind mit Zirkel und Lineal punktweise erzeugbar. Damit sind Sie im

DGS ohne weitere mathematische Kenntnisse realisierbar.

-41-

Konstuktionsbeschreibungen, weitere Informationen, auch Literaturangaben: www.doerte-haftendorn.de, dort bei Mathematik,

Algebraische Kurven oder Analytische Geometrie. Weiterer Zugang:

http://www.uni-lueneburg.de/mathe-lehramt
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Kegelschnitte,
andere algebraische Kurven

mit besonderem Blick auf die
Reflexion

| Prot. Dr. Dorte Hattendom, Universitat Luneburg, . tehen.de, leuphana ]

|Gliederung | Reflexion
Kegelschnitte \/ ;

Verschiedene gemeinsame |
interaktive Konstruktionen

fn |mapapéaiicy| O

GeoGebra

andere algebraische Kurven

_ N Reflexion
il )
Konchoiden o F
| Prot. Dr. Dorte Hattendom, Universitat Luneburg, . tehen.de, leuphana ]

Parabel und einfallendes Licht

Bei der Parabel werden
achsenparallel einfallende
Strahlen zum Brennpunkt hin
reflektiert.

Hat man keine Parabel,
ist es anders.

hen.de, www.leuphana. ‘l

| Prot. br. Dorte Haftendom, Universitat Lineburg,

Parabel und gespiegelter Brennpunkt

Parabeln haben eine Leitgerade. Jeder Punkt der
Parabel ist vom Brennpunkt ebenso weit entfernt
wie von der Leitgeraden.

| Prot. br. Dorte Haftendom, Universitat Lineburg, hende, www.leuphana ]

Parabel als Ortskurve

Die Parabel ist der
geometrische Ort aller i p
Punkte P, die von einem
festen Punkt F ebenso .
weit entfernt sind wie

von einer festen

Geraden.

1
F hei3t Brennpunkt, F I/ Q

die Gerade heif3t Leitgerade.

| Prot. br. Dorte Haftendom, Universitat Lineburg, tehen.de, www.leuphana, ]

Ellipse und dasselbe Vorgehen

Wie erhalten wir auf einfache Weise eine Ellipse?

Alternativ aus der Stauchung
eines Kreises und

Ellipse aus der
bekannten Gleichung
und die Tangente Konstruktion der Tangente
erhalt man in GeoGebra aus der Kreistangente.

direkt. . \

| Prot. br. Dorte Haftendom, Universitat Luneburg, hende, www.leuphana ]
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Ellipse und dasselbe Vorgehen

Wie erhalten wir auf einfache Weise eine Ellipse?

Ellipse als affines Bild
des Kreises
Bewege O

[ Ortskurve
CLot

| Prot. Dr. Dorte Hattendom, Universitat Luneburg, . tehen.de, leuphana ]

Ellipse und dasselbe Vorgehen

In GeoGebra erhalt man die Ellipse aus der bekannten
Gleichung und die auch die Tangente direkt.

Bei der Ellipse
gehen Strahlen von
einem Punkt der
Achse aus.

e P

Wie werden sie
reflektiert?

o

| Prot. Dr. Dorte Hattendom, Universitat Luneburg, . tehen.de, leuphana ]

Ellipse und dasselbe Vorgehen

Bei der Ellipse gehen Strahlen von einem Punkt der Achse
aus. Wie werden sie reflektiert?

Mit beliebiger Stellung von F ergibt sich nichts Sinnvolles.

| Prot. br. Dorte Haftendom, Universitat Lineburg, tehen.de, www.leuphana, ]

Ellipse und dasselbe Vorgehen

Zieht man F so, dass ein reflektierter Strahl durch den
zu F symmetrischen Punkt G verlauft, dann ergibt sich,
dass alle reflektierten Strahlen durch G verlaufen.

Wir haben die Brennpunkte der Ellipse gefunden.

| Prot. br. Dorte Haftendom, Universitat Lineburg, tehen.de, www.leuphana, ]

Ellipse und dasselbe Vorgehen

Bei der Ellipse werden von einem Brennpunkt ausgehende
Strahlen zum anderen Brennpunkt hin reflektiert.

Gehen wir nun so vor wie bei der Parabel, dann spiegeln wir
G an der Tangente zu G'.

I Der Ort von G' scheint ein Kreis zu sein! I O

tehen.de, www.leuphana. ‘l

| Prot. br. Dorte Haftendom, Universitat Lineburg,

Ellip_s_,e___und dasselbe Vorgehen

Wer die Fadenkonstruktion der

Ellipse kennt, sieht sofort :
FP + PG = const O
=
FP+PG' =const =R

Sind Fund G ] \

Brennpunkte, e Y
danngibtes 4}

den Leitkreis,

tehen.de, www.leuphana. ‘l

| Prot. br. Dorte Haftendom, Universitat Luneburg,
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Ellipse und dasselbe Vorgehen

Nun machen wir wieder aus dem gefundenen
Ort, dem Leitkreis, eine Konstruktion der

| Prot. Dr. Dorte Hattendom, Universitat Luneburg, . tehen.de, leuphana ]

Hyperbel und dasselbe Vorgehen

Nun machen wir wieder aus dem gefundenen
Ort, dem Leitkreis, eine Konstruktion:

Und schon haben wir
mehr als wir suchten:

| Prot. Dr. Dorte Hattendom, Universitat Luneburg, . tehen.de, leuphana ]

Namensgeheimnis

In der Leitkreiskonstruktion ergibt sich geometrisch
das Namensgeheimnis:

// Elipse
Eldsimey

elleipein=ermandgeln, wemiger sein

Orge e
(= 3

Spemungsrechteck

)

| Prot. br. Dorte Haftendom, Universitat Lineburg, tehen.de, www.leuphana, ]

Namensgeheimnis

In der Leitkreiskonstruktion ergibt sich geometrisch

das Namensgeheimnis: O

BN

Sps’nuugsr‘e:rw |

Hyperbel
dmepfailey

hyperbaliein= Gbersteigen, thertreflen

| Prot. br. Dorte Haftendom, Universitat Lineburg,

tehen.de, www.leuphana. ‘l

Namensgeheimnis

Auch in der Leitgeradenkonstruktion der Parabel ergibt sich
das Namensgeheimnis geometrisch :

Parabel O

Baiisy

paraballein=

P9 g !

Eigentlich wird
]’ | l bei gemeinsamer
Betrachtung
aller Kegelschnitte
F / a die Parabelachse
Ha 09 waagerecht
gelegt.

| Prot. br. Dorte Haftendom, Universitat Lineburg,

tehen.de, www.leuphana. ‘l

|Gliederung | Reflexion

Kegelschnitte

Verschiedene gemeinsame |
interaktive Konstruktionen

.l ( napaféiisy| O

GeoGebra
andere algebraische Kurven

= == /7 Reflexion

Konchoiden el

| Prot. br. Dorte Haftendom, Universitat Luneburg,

tehen.de, www.leuphana. ‘l
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Konchoiden (Hundekurven)
Mein Vortrag 2006 MNU in Karlruhe

Herr

T

Baum

Konchoiden (Hundekurven)
Pascalsche Schnecken

Pluto
Herr
/TN
{ Y

Ist die ., I
Hullkurve {55 F‘,n".'\rBaum J
eine \\ B S
Parabel? \ Konchoide des Nikomedes Bt
v
H Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Universitit Lineburg, — www. i tehen.de, leuphana. ‘l ” Prof. Dr. Dorte Haftendom, Universitat Luneburg,  www. " tehen.de. leuphana. ‘l
Konchoiden (Hundekurven) Katakaustik

Pascalsche Schnecken

Hier machen wir
weiter!

| Prot. br. Dorte Haftendom, Universitat Luneburg, _ www. hende, www.leuphana ]

N O

S i

| Prot. br. Dorte Haftendom, Universitat Luneburg, _ www. hende, www.leuphana ]

Kardioide konstruiert aus der
Reflexion

Nephroide konstruiert aus der
Reflexion

| Prot. br. Dorte Haftendom, Universitat Luneburg, _ www. hende, www.leuphana ]



User
Textfeld
-45-


-46-

Parabolrinnen-Kollektor

| Prot. Dr. Dorte Hattendom, Universitat Luneburg, . tehen.de, www.leuphana. ]

Kurven in unserer Welt

Nierensteinzertrimmerer

5 Eine Vielzahl von piezokeramischen Elementen sind an der
Innenseite einer konkaven Schale angebracht. Alle diese
Keramiken werden zur gleichen Zeit mit einem extern
kurzen Hochspannungsimpuls beaufschlagt und erzeugen
eine mechanische Schockwelle. Diese lasst sich durch die
konkave Form der Schale auf sinen Punkt konzentrieren.
Durch die hohe Energie im Fokus dieser Schockwelle
werden vorhandene Nierensteine zertrimmert, so dass
diese Bruchstlicke den Kérper auf nattrliche Weise Uber
den Hamleiter verlassen kinnen. Auf diese Weise ist es maglich, véllig ohne Narkose, ohne chirurgischen
Eingriff und fast schmerzfrei Nierensteine oder auch Gallensteine zu entfernen.

Bauformen: Zylinder

Werkstoffe: SONOX® P 4, SONOX® P 5, SONOX® P 53

| Prot. Dr. Dorte Hattendom, Universitat Luneburg, . tehen.de, www.leuphana. ]

Parabeln in unserer Welt

| Prot. br. Dorte Haftendom, Universitat Luneburg, _ www. hende, www.leuphana ]

Kurven in unserer Welt

Regelflachen

| Prot. br. Dorte Haftendom, Universitat Luneburg, _ www.

hen.de, www.leuphana. "

Kurven in unserer Welt

_. 5 :

| Prot. br. Dorte Haftendom, Universitat Luneburg, _ www. hende, www.leuphana ]

Kegelschnitte, andere algebraische Kurven
mit besonderem Blick auf die Reflexion

Und alles
steht im
“Internet

www.mathematik-verstehen.de

Vielen Dank fiir lhre
Aufmerksamkeit

| Prot. br. Dorte Haftendom, Universitat Luneburg, _ www. hende, www.leuphana ]
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Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Luneburg, www.mathematik-verstehen.de 27. Feb. 2008

Parabel-Reflexion beobachten

Konstruktionsbeschreibung

1. Gegeben ist eine Parabel und ein Punkt A auf ihr.

2. Erzeuge die Tangente in A an die Parabel mit deinem
Werkzeug. z.B. tangente[A,f]in GeoGebra

3. Errichte in A die Senkrechte auf der Tangente.

4. Die Parallele zur y-Achse durch A soll den einfallenden
Lichtstrahl tragen.

5. Spiegele sie an der Senkrechten aus 3. Das ist der
weitergehende Strahl.

6. Schalte fir diesen Strahl die Spur ein und bewege A.
Beobachte!

7. Hebe das Besondere durch einen Punkt hervor und
formuliere eine Behauptung.

Weiterfuihrung:

8. Spiegele die Strecke FA an der Tangente, Ihr Bild sei LA.

9. Beobachte, dass AL stets senkrecht zur x-Achse ist.

10. Beobachte, dass L stets auf einer Parallelen zu x-Achse
wandert. Diese Ortslinie heil3t Leitgerade der Parabel.

11. Der Abstand FA in der rechts
gezeigten besonderen Stellung
wird "Halbparameter p" genannt.

12. Erkunde die Zusammenhange der _1®/g A4 2|3
Lage von F und der Leitgeraden - L
und der GréRRe des Stauchfaktor a
der Parabel mit dem Halbparameter p.

13. Namen: F heif3t "Brennpunkt" der Parabel, 2p heil3t die "Sperrung" der Parabel.

14. Informiere dich auf der Website Uber das "Namensgeheimnis" der Parabel. Warum heif3t die
Parabel eigentlich Parabel?

Beweis zu 9.: Wegen der Spiegelung ist FL senkrecht zur Tangente und damit parallel
zum Einfallslot aus 3. Damit kommen Einfalls- und Ausfallswinkel als Stufen- bzw.
Wechselwinkel im gleichschenkligen Dreieck FLA als Basiswinkel vor. H halbiert FL, damit
sind F und L gleichweit von der x-Achse entfernt. H hat die halbe Abszisse von A.
Ergebnisse zu 12.: Ublicherweise ist p der Abstand von F und A in der Sonderstellung,
dass A dieselbe Ordinate wie F hat. Dann hat F die Ordinate p/2. Fiir die Parabel y=a x, die
an der Stelle p der Wert p/2 hat, muss gelten: Pz =a p* => a4 = 2 p ( 2
B : . ao . . alco 2 PY=X
eweis von7: Dass namlich alle Strahlen die y-Achse in demselben F treffen.
Sei f die Ordinate eines F . In der rechten Skizze bildet der Ursprung mit F- und H ein Dreieck, zum dem das
Dreieck HAG &hnlich ist. H hat die halbe Abszisse von A, wie oben gezeigt. Damit gilt :

XX, Dl S L SR
Fii=gy avelp of=5:5=8

Also verlaufen alle Strahlen durch denselben Punkt F.

Beweis zu 10.: Da nun F fest ist, H immer auf der x-Achse liegt und L der Spiegelpunkt von F ist,

hat L immer dieselbe Ordinate, namlich —p/2.

Anmerkung: Hier wird von der Parabel ausgegangen, die Reflexion beobachtet und Leitgerade als
Ortslinie erzeugt und nachgewiesen. Dabei wurde auch bewiesen, dass F wirklich der gemeinsame
Schnittpunkt aller reflektierten Strahlen ist. Es wird seit der Antike (Apollonius) anders herum definiert:
Die Parabel ist der geometrische Ort aller Punkte , die von einem festen Punkt F und einer
"Leitgeraden" g den gleichen Abstand haben. Dann sind der Halbparameter p und der Abstand von
F und g per definitionem gleich und die Scheiteltangente halbiert diesen Abstand. Die Mittelsenkrechte
FL ist stellt sich dann stets als Tangente heraus, die Winkelaussagen aus Beweis zu 9. gelten ebenso
und damit ist dann die Reflexion bewiesen. siehe dazu eine Extraseite.
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Ellipse und Reflexion, eine Erkundung

Wenn man die Ellipse aus der Stauchung
des Hauptscheitelkreises konstruiert, kann
man leicht zum Ort von P auch die

Ellipse als affines Bild

s des Kreises
Bewege Q

Tangente von P erhalten.
Durch sie kann man fiur Reflexionen von
Strahlen in P das Einfallslot konstruieren.

ATange

Q

x.-'
A

Beobachten wir nun, wie sich die reflektierten
Strahlen verhalten, wenn P auf der Ellipse
wandert. Letzteres erreicht man durch Ziehen
an Q.

Die Strahlen werden nicht gebiindelt.

y
~ Hauptsche|teu‘.re|s, s

~ .
- -
- -
= —_-_-l"-

M Kreistangente
¥ Ellipsentangente

Ortskurve
OLot

Wir wahlen einen Punkt F auf der x-Achse, von
dem aus ein Strahl in P reflektiert wird. G ist der
bezuglich der Ellipse zu F symmetrische Punkt.
[.A. verlauft der reflektierte Strahl nicht durch G.

Ha 09

Ziehen wir nun F so, dass der refklektierte
Stahl durch G verlauft, dann tritt die Blindelung

in G ein. Alle Strahlen, die von F ausgehen, werden nach G reflektiert. Darum heiRen F und G
QY

die Brennpunkte der Ellipse. )
Bei der Parabel haben wir durch Spiegelung des
Brennpunktes an der Tangente die Leitgerade gefunden. Sie
war der geometrische Ort dieses Spiegelpunktes.

!
'\.f
N

Daher spiegeln wir nun den Brennpunkt G an der Tangente
und erkunden den Ort von G'.

] Erstaunlicherweise ist der Ort von
h g' ein Kreis, er heilt der

Leitkreis der Ellipse.

\, ] %w& von G
. |

Er hat sich hier durch Beobachtung ergeben und ist streng
genommen noch nicht bewiesen. Setzen wir aber die
Fadenkonstruktion der Ellipse als bewiesen voraus, dann ist alles
klar: Wenn FP+FG konstant ist, dann ist auch FP+PG' konstant.
Daher liegt G' auf einem Kreis um F und der Leitkreis ist

e nachgewiesen. Auch hier kann man umgekehrt aus dem Leitkreis

die Ellipse konstruieren.

das Vorgehen nicht wie bei der Parabel und es ist nicht geeignet fur das Erkunden.

ellipse-und-reflexion.doc

Die Ortskurve von G bleibt kein Kreis, wenn wir
wieder falsche Stellungen fiir F wahlen, bei denen
der reflektierte Strahl nicht G trifft.
- Anmerkung zu alterativem Vorgehen:
Aus der Fadenkonstruktion folgt die
Leitkreiskonstruktion, bei der man P aus dem
Schnitt der Mittelsenkrechten von G und G' mit
dem Radius FG' erhélt. Hieraus folgt die
Reflexionseigenschaft sofort. Allerdings ist dann
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Kardioide und Reflexion
Pascalsche Schnecken
entstehen als Konchoiden, wenn
Q auf einem Kreis wandert, der
"Baum" auf dem Kreisrand liegt .
Wenn die Leine die Lange des
Durchmessers hat, entsteht die
Kardioide.

Andererseits entsteht die
Kardiodie als Hullkurve von
Reflektionsstrahlen, also als
Katakaustik. L ist die Lichtquelle,
der Strahl von L nach D wird
nach L' reflektiert.

In GeoGebra entsteht das gelbe
Gebiet als Spur von DL'. Es passt genau zu der von P erzeugten
Kardioide.

Inspiration zu einem Beweis:

Beim Ziehen merkt man, dass eine Parallele
zum Radius DA entsteht, wenn man Q so zieht, dass P der Bertihrpunkt der Strahltangente
wird. BEWEIS: Rechts ist nun Q nicht mehr frei sondern folgendermaf3en konstruiert: L'A
schneidet den Kreis c in Q. In Q wird die Parallele zu R=DA konstruiert, die beim Schnitt mit
DL' P bestimmt. Stets gilt m=R-r, also ist m konstant. Dreieck L'DA ist gleichschenklig mit
Basis L'D. also ist Dreieck L'PQ gleichschenklig mit Basis L'P. Damit ist auch h in jeder
Stellung gleich lang, kann also die Leine bei der Kardioidenkonstruktionen sein.

Im gepunkteten Leinenkreis sind m,h,Ql der Durchmesser von Q durch A alle gleich lang und
stets 2r. Nun bleibt zu zeigen, dass Gerade QP durch B verlauft, wenn B definiert ist als
Schnitt von Kreis ¢ und der Achse AL: die beiden eingestrichenen Winkel bei A sind gleich
grof3, da DA Spiegelachse ist. Dreieck BQA ist gleichschenklig mit Basis QB. Daher missen
die eingestrichenen Winkel die Basiswinkel sein. Dann hat aber QB auch die Richtung von QP.
Also ist Q der Wanderpunkt fir die Kardioide mit der Leinenlange h=2r. Q.e.d.

kardioideund reflexion.doc
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Kaustiken und Katakaustiken

Wird parallel einfallendes Licht an einer Kurve reflektiert, dann
heil3t die Hullkurve der reflektierten Lichtstahlen Kaustik.

Ist die Lichtquelle punktformig, spricht man von Katakaustik.

v(t)
fallen die Strahlen parallel zur x-Achse ein, dann hat die
Kaustik die Gleichung

Hat die reflektierende Kurve die Gleichung a(t)=(u(t)j und

k(t)=a(t)+

0y — v

Quelle: Spektrum-Lexikon: Kaustik, allerdings ist da die Formel
falsch. Es steht dort in der y-Koordinate falschlich der Faktor 2.

Fur die Nephroide fallt hier das Licht
achsenparallel von links auf den innen

verspiegelten Kreis

(Genaugenommen ist es hier ein halbdurchléassiger Spiegel,
denn die reflektierten Strahlen sind bei Inrem Auftreffen auf
den Kreis nicht gestoppt.)

Es gilt a(t)=(u(t)j=(cos(t)j und damit

v(t) sin(t)
(:os(t){l(sin(t)2 —cos(t)? )] COS(t)—%COS(t)COS(Zt)

2
cos(t)sin(t) sin(t)—%cos(t)sin(Zt)

k(t)=a(t)+

Diese wahrhaft schéne Formel hat obigem Bild die rote Kurve

genau passend erzeugt.

Im Spektrum-Lexikon fehlte unten die Halbierung.
GeoGebra-Datei hierzu in www.mathematik-verstehen.de Bereich Kurven > Reflexion

nephroide-kaustik.doc


User
Textfeld
-50-


Dorte HAFTENDORN, Liineburg
Algebraische Kurven von der 8. Klasse bis zum 8. Semester

Hantierungen mit Seilen, Stangen, Lichtstahlen u.s.w. werden in
Konstruktionen mit Zirkel und Lineal umgesetzt und dann im DGS
realisiert. Die Variation der geometrischen Parameter fiihrt zu
Kurvenfamilien, deren Betrachtung und Beschreibung mathematische
Fihigkeiten fordert. Altere Lernende konnen zugehorige Gleichungen
herleiten, doch priifen kénnen auch die Achtklissler durch Uberlegungen
und durch Eingabe in ein CAS, das implizit gegebene Kurven zeichnet. So
ist es nur noch ein kleiner Schritt zu der Erkenntnis, dass Gleichungen und
thre Umformungen dasselbe Bild ergeben miissen. In der Lehrerausbildung
kann dann der Bogen geschlagen werden zu Schnitten raumlicher Gebilde,
deren Betrachtung (mit CAS oder 3D-Graphenzeichnern) dann ihrerseits
eine Familie algebraischer Kurven beschreiben und klassifizieren hilft.

Vorbemerkungen, Anlass, Ziele

Die hier skizzierte Unterrichtseinheit ist in zwei 8. Gymnasialklassen
durchgefiihrt, mit Erweiterungen im Leistungskurs Mathematik und mit
zusitzlichen Schwerpunkten 1m Lehramtsstudiengang SekI/II als
fachwissenschaftlicher Beitrag zu ‘“Analytischen Geometrie” mehrfach
eingesetzt worden.

Anlass war einerseits die unbestritten unzureichende Beherrschung von
Term- und Gleichungsumformungen in allen auf Klasse 8 folgenden
Schuljahren, andererseits die Beobachtung, dass in Klasse 8 der “Ausstieg
aus der Mathematik™ in dem Sinne stattfindet. Danach ist ein viel zu grof3er
Anteil der Lernenden -insbesondere der Maidchen- in Mathematik
hochstens noch das Allernotigste zu leisten bereit.

Ziel war, durch Unterstiitzung von Verstehen und Kreativitit, durch
Handlungsorientierung, Selbststeuerung, Lebensbezug und Freude an
asthetischen Kurven den Heranwachsenden einen Einbau von Mathematik
in ihr Selbstkonzept zu ermoglichen. Neben der Verbesserung der
algebraischen Kompetenzen kann auch eine Erweiterung des
Funktionsverstindnisses' erhofft werden.

Die Lehramt-Studierenden sollen selbst Erfahrungen mit dieser Art des
Lernens sammeln, damit sich Unterricht {iiberhaupt wandeln kann.
Inhaltlich muss eine entsprechende Vorlesung reichhaltig sein und auch
mathematisch-handwerkliche Kompetenzen im Herleiten und Beweisen
vermitteln. Dies kann hier nur angedeutet werden.

' Die “Eindeutigkeit der Lage von P in Abhingigkeit von Q” ist hier gemeint.



Darstellung der Grundidee am Beispiel der Konchoiden

Wandert Q auf einer Kurve C und liegt P in festem Abstand k von Q auf
der Geraden durch Q und einen festen Punkt B, so heif3t die Ortslinie von P
“Konchoide”. Diese allgemeine Definition wird den Lernenden zu Anfang
nicht genannt, sondern spezialisiert in folgendes Bild gekleidet: Herrchen
wandert auf einer geraden Strale und sein Hund Pluto zerrt an der Leine
stets direkt auf seinen Lieblingsbaum zu, der etwas abseits der Stral3e steht.
Der Weg von P wird “Hundekurve” genannt. Dieses wird mit Personen in
Szene gesetzt. Nach ersten Beschreibungen wird die Situation an der Tafel
geometrisch realisiert und die Kurve in den Schiilerheften punktweise
erzeugt. Dann erst wird der

. . Lei

geometrische Zusammenhang in —

einem DGS konstruiert. Die =
. . . . . Kure_C

Leinenlidnge ist ein wesentlicher Q

Parameter, sie muss daher mit P

variierbarer Strecke oder als

“Zahlobjekt” (=Schieberegler) -—Loin

realisiert werden, um dann als

Radius fiir einen Kreis um Q Kurve_C o

verwendet zu werden. Der Vorteil

dieser Vorgehensweise ist, dass sich

nun durch stetige Variation der Baum
Leinenldnge auch die Ortskurve
stetig dndert und so alle
Konchoidenformen interaktiv )
erzeugt werden konnen. Tt | /

Auf verschiedene Art kann noch

entdeckt werden, dass die Hunde- Baum SN
kurve einen zweiten Ast hat, die Abbildung 1

Bahn des furchtsamen Fiffi.

Ob man nun erst noch weitere Ortskurven erzeugt, wie weitere Konchoiden
oder die Gartnerellipse, oder sofort ein Koordinatensytem einfiihrt, richtet
sich nach der unterrichtlichen Situation.

Jedenfalls gehort zu diesen Geraden-Konchoiden die kartesische Gleichung
(x* + yH)(y-a)? =y

mit dem Abstand Stra3e-Baum a und der Leinenldnge k.

’ Die suggestive Kraft dieser Dynamisierung lésst sich im Druck nur schwer erahnen.



Zusammenhang zwischen Kurven und Gleichungen

Die Punkte (-1/4); (0/3); (1;2); (2/1) auf der *
Geraden rechts oben legen nahe X+y=3 zu |1 Fa WA
schreiben. Die Beschiftigung mit entsprechenden R[] N B I
Darstellungen gipfelt in den Merksétzen: —— = B et
1) Genau die Punkte, die aus der Kurvengleichung

eine wahre Aussage machen, liegen auf der Kurve. - 1(

2) Eine Gleichung, mit der ein sicher auf der Kurve Abbildung.Z
liegender Punkt eine falsche Aussage erzeugt, ist
sicher nicht die Kurvengleichung. - P~

x4+ y4 =3* beschreibt das “Rundecken-

quadrat”, es kann wie alle impliziten Gleichungen
direkt mit Derive dargestellt werden.

(X2 + yz)2 =3*wird als missgliickter Term- N % P

umformungsversuch durch den davon verschiedenen .
Graphen entlarvt. Weitere Experimente dieser Art Abbildung3
gipfeln in den Merksétzen:

3) Wenn zu einer umgeformten Gleichung eine andere Kurve erscheint,
war die Umformung sicher falsch.

4) Erscheint dieselbe Kurve, kann die Umformung richtig sein, es kann
aber auch so sein, dass der Fehler so klein, oder so geartet ist, dass man ihn
am Bildschirm nicht sieht.

Dieses Riistzeug sollte gemeinsam mit oder nach geometrischen
Erzeugungen von Kurven erarbeitet werden, jedenfalls nicht vorweg. Denn
m. E. miissen die Kurven zuerst mit Prozessen verbunden werden. Nun
kann einer Galerie von Bildern eine Galerie von Gleichungen zugeordnet
werden, Vorschldge sieche [Ha]. Die Schiiler konnen Termumformungen
priiffen. Dazu kdnnen entweder aus den Termen Gleichungen fiir das 2D-
Fenster gemacht oder Terme direkt im 3D-Fenster dargestellt werden.
Enthalten die Terme oder Gleichungen mehr als zwei Variablen, kann man
in Derive 6 Schieberegler einfiigen und alle, bis auf zwei, zu steuerbaren
Parametern machen. Besonders giinstig ist, dass hier der Erfindungsgabe
der Schiiler keine Grenzen gesetzt werden miissen. Sie probieren z.B.

x> + y8 =99 und sind stolz, die Gleichung einer Fernsehrohre entdeckt zu

haben. Im weiteren Verlauf kann man auch Kurven in Partnerarbeit oder
mit dem Konzept “Lernen an Stationen” erkunden lassen.



Passende Priifungsaufgaben -~ ~

Um punktweise Erzeugung von Orts- - " A
kurven mdéglich zu machen, schlage ich '
“Raster-Konstruktionen” vor. Bei - Yi
Abbildung 4 sollen Q und P den gleichen
Abstand von der Mittellinie haben. Es
entsteht die Kissoide. Studierende sollten
kartesische = Gleichung und Polarglei- - S
chung aufstellen konnen, Achtklissler 1/
miissen die richtige Gleichung aus drei — =

4 -&
vorgeschlagenen begriindet auswihlen Abbildung 4
|

N

=
—h
P,

o
\

und Ahnliches. i _,,Jr!—'!“lf‘l_'_ﬂl‘_‘r:iz}.
Abbildung 5 bezieht sich auf die gemeinsame ] '""'R]..:
: : : e =
Leitgeradenkonstruktion der Kegelschnitte und = =y
erfordert passendes Abzidhlen. Kegelschnitte - ,-"f, = -._"r M
sind auch wegen ihrer Allgegenwartigkeit in ] A N
Natur und Technik eine sinnvolle ,"’ /"f J]L"“w ~
Kurvenklasse. ¥ .',f' : ]
- 117 \ \
3D-Darstellungen TV ru
Algebraische Kurven sind durch 1 — 4+
_ . . . . | J.l
F(x,y) = 0 charakterisiert , wobei F ein 14 E NS

Polynom in x und y ist. In Abbildung 6 ist Abbildung 5
die linke Seite als z = F(x,y) dargestellt i
¥

und die zugehorige Raumfliache mit der
Koordinatenebene z = 0 zum Schnitt
gebracht. So entsteht die Strophoide, aber
beim Anheben der Ebene hat man gleich
eine ganze Schar verwandter Kurven. In
Derive 6 kann durch Schieberegler die
Ebenenbewegung interaktiv gestaltet
werden..

Fazit

Algebraische Kurven ermoglichen im
Lehramtsstudium, in der Lehrer- =
fortbildung und in der Schule reichhaltige Abbildung 6
und nachhaltige Mathematik

Literatur und weitere Informationen

[Ha] Haftendorn: “Kurven”, www.uni-lueneburg.de/mathe-lehramt
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