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Diskret verknotet

Knotentheorie und diskrete Mathematik
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Definition:

Ein mathematischer Knoten wird definiert durch

einen geschlossenen Polygonzug im Raum.
Er darf keine Doppelpunkte haben.

Er ist ein topologisches Objekt,
die erzeugenden Punkte sind nicht wesentlich.

Ein
Knotendiagramm

J kann man zeichnen.

Erstellt mit der freien Software knotplot des Kanadiers Rob Sharein, www.knotplot.com
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Legen Sie seibst einen mathematischen
Knoten und zeichnen Sie sein
Knotendiagramm.
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Warum Knoten?

Die Knotentheorie bietet
e Spannende,

* junge,

* reichhaltige,

e vernetzungsfahige
« kKommunizierbare
o offene

. Nach dem Vortrag diskutieren
M ath e m atl k g wir mit Sachverstand.

Freuen
Sie sich
darauf!
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‘ Zeichnen und Reden

Ein Bogen (oder Strang)
reicht von einer Unterkreuzung zur nachsten.

Dieses Knotendiagramm hat
4 Kreuzungen und 4 Bdgen.
Dieses hat nur

3 Kreuzungen und 3 Bogen

* Diesen
Bogen
hochlegen!
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Orientierung, Handigkeit

Einen Knoten kann man orientieren,
indem man an einer Stelle eine Richtung nennt und
diese fur jeden Bogen fortfuhrt.

Im orientierten Knoten
Ist jede Kreuzung
rechtshandig

« Der Daumen zeigt
in Richtung des oder
uberkreuzenden linkshandi g.

Bogens, die Finger
der abgewinkelten
Hand in Richtung
der unter-
kreuzenden Bogen

Rechte Hand, also Rechts-Kreuzung
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B
Orientierung, Handigkeit

Einen Knoten kann man orientieren,
indem man an einer Stelle eine Richtung nennt und
diese fur jeden Bogen fortfuhrt.

' Im orientierten Knoten
Ist jede Kreuzung
’ rechtshandig
w

« Der Daumen zeigt
in Richtung des A r oder
uberkreuzenden ‘ linkshandi g.

Bogens, die Finger
der abgewinkelten
Hand in Richtung
der unter-
kreuzenden Bogen

Linke Hand, also Links-Kreuzung
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Handigkeit

Probieren Sie bel
Ihrem Knoten aus,
welche Kreuzung
rechtshandig
und welche
linkshandig ist.

Drehen und Wenden
ndtzt nichts, die
verschiedene

Handigkeit bleibt.

linke Hand,
linkshandiger
Klebattknoten

rechte Hand,
rechtshandiger
Klebattknoten
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Mit Knoteninvarianten
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Wie kann man Knoten bewegen,

ohne sie wirklich zu veréndern

<
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Erlaubt sind genau die Reidemeister-Bewegungen
Kurt Reidemeister 1932, einsichtig, aber Beweis nicht einfach.

Schlaufen aufdrehen

Q\fj —-») ) >

@ \ Bc;gen trennen
\ —> _/

/ N

uberkreuzenden Bogen verlegen
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Eine Knoteninvariante
ISt eine Eigenschaft eines Knotens,
die far alle seine Knotendiagramme gleich ist.

Gute Knoteninvarianten,
die wir kennenlernen:;

Keine Knoteninvarianten » Dreifarbbarkeit
 p-Etikettierbarkeit

e Kreuzungszabhl
» Alexander-Polynom

« Zahl der Bogen

« Wechsel von Uber- und weitere Knoteninvarianten
Unterkreuzungen «Jones-Polynom «Signatur
TV Conwaypolynom  .Entknotungszahl

*HOMFLY-Polynom

Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Leuphana Universitat Lineburg, www.mathematik-verstehen.de, Folie 11 ”




Knoten Dreifarbbarkeit

Definition:
Ein Knoten heil3t 3-farbbar wenn sich eins seiner
Knotendiagramme nach folgenden Regeln einfarben

lasst, ohne dass er einfarbig ist.

1. Jeder Bogen hat zwischen zwei Unterkreuzungen eine
einheitliche Farbe.

2. Eine Kreuzung ist entweder einfarbig oder es treffen sich
genau drei Farben.
7 \

IR

Kleeblatt
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Die Dreifarbbarkeit ist eine Knoteninvariante

B Ist ein einziges Knotendiagramm 3-farbbar, dann sind
alle Diagramme desselben Knotens 3-farbbar.

Der Beweis erfolgt dadurch, dass man zeigt, dass ein 3-farbiges
Knotendiagramm die Reidemeister-Bewegungen , Ubersteht”.

s




Beweis P

Der Beweis erfolgt dadurch, dass man zeigt, dass ein 3-farbiges
Kontendiagramm die Reidemeisterbewegungen ,ubersteht”,

Man muss sich die gezeichneten Strange als Teil eines grol3eren Knotens
vorstellen. Ist der 3-farbbar, so ist er es nach der Bewegung immer noch. Gelingt
im grof3en Knoten der 3-farb-Versuch nicht, wird das durch die Bewegung nicht

repariert.

Weitere
Farbfalle
Spater

-~



Knoten Drelfarbbarkeit

1. Jeder Bogen hat zwischen zwei Unterkreuzungen eine
einheitliche Farbe.

2. Eine Kreuzung ist entweder einfarbig oder es treffen sich
genau drei Farben.

(>

Ziffer8-Knoten
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Knoten Dreifarbbarkeit

1. Jeder Bogen hat zwischen zwei Unterkreuzungen eine
einheitliche Farbe.

2. Eine Kreuzung ist entweder einfarbig oder es treffen sich
genau drei Farben.

Ziffer8-Knoten , gtart pej A dreifarbig -Start bei A einfarbig
~erzwingt bei C dreifarbig ~erzwingt bei C einfarbig
-erzeugt bei B und D Fehler  *alles einfarbig
*Ende Ende

Es gibt keine Alternativen mehr.
Also: % ;
0

Der Ziffer-8-Knoten ist nicht dreifarbbar. [y —
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Knotenzusammensetzung

B Ein Knoten heil3t ,zusammengesetzt’, wenn er durch Aufschneiden
an zwei passenden Stellen in zwei Knoten zerfallt, die nicht die
Unknoten sind.

B Knoten die nicht zusammengesetzt sind, heil3en Primknoten.

T SR 51052
i
C/\ @ @@ 7.6 bis 8.2
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Knotenzusammensetzung und Dreifarbbarkeit

Wenn
Teilknoten

fir sich genommen
\—/ dreifarbbar ist,

7 P
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Knotenzusammensetzung und Dreifarbbarkeit

Wenn wenigsten
einer der Teilknoten
far sich genommen
dreifarbbar ist,

dann

Ist der zusammen-
gesetzte

Knoten
dreifarbbar.

3.1 7.7
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Funffarbbarkeit p-Etikettierbarkeit
B Farbnummern 0,1,2.3.4. B Farbnummern 0,1, 2,..., p-1.
B An jeder Kreuzung B An jeder Kreuzung
mit x oben, y und z unten mit x oben, y und z unten
gilt: gilt:
2x-y-z=0 mod 5 2x-y-z=0 mod p
X z 7} Definition

Ein Knoten heildt p-etikettierbar,
wenn man seine Strange so

z beschriften kann, dass an jeder
E Kreuzung obige Gleichung gilt.
C Dabel darf er nicht einfarbig sein.
\ 3
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Funffarbbarkeit p-Etikettierbarkeit
B Farbnummern 0,1,2,3,4. ® Farbnummern 0,1, 2,..., p-1.
B An jeder Kreuzung B An jeder Kreuzung
mit X oben, y und z unten mit X oben, y und z unten
gilt: gilt:
2x-y-z=0 mod 5 2x-y-z=0 mod p

A
X 2 A 2:2-1-3 =9

B 24-2-3==-3=0

z P
) (> P=3
3 C C 2'3"/—-2, =3 =0
Y (= p=3
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Eigenschaften der p-Etikettierbarkeit
- \/— —
1% /% Z/ X S/ & =0
Eine Kreuzung darf einfarbig sein, denn

/ X=\=2 =  Ix-XX=0

Eine nicht einfarbige Kreuzung hat genau 3 Farben.

Beweis:
X=Y=2X-Y—-2=2X—-X-2=X-2=0& x=2Z
p p
V=2=>2X—-Y—72=2X-2y= O<:>2(x y)=0 < x=y
P pprim P

Bei Gleichheit zweier Farben ist die Kreuzung sofort einfarbig.
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Die p-Etikettierbarkeit ist eine Knoteninvariante

B Ist ein einziges Knotendiagramm p-etikettierbar, dann
sind alle Diagramme desselben Knotens p-etikettierbar

Der Beweis erfolgt dadurch, dass man zeigt, dass ein p-etikettiertes
Knotendiagramm die Reidemeisterbewegungen , Ubersteht".

.. .: A
@ @ — @ () &
/ \.

T, 7

/ N
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Bew_eis

ONS, N Xy Ty
X —2 X

.. . -y FU=
@ ¥ /s/ { )< V- == Vv =U
Z( &) Die Reidemeisterbewegungen
X 1 und 2 berihren die

p-Etikettierbarkeit nicht.

X

Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Leuphana Universitat Lineburg, www.mathematik-verstehen.de, Folie 24

.
o
{
. / \




AZx=y-V=0 V=2x—y
B2x -2 Ww=pc=ws=2x -2
CZAV-W-U=0=>u="12v-w

Wenn der Knoten
p-etikettierbar ist, gelten
diese Gleichungen
modulo p.

Ist t so wahlbar, dass auch die folgenden Gleichungen gelten?



> X S
/¢ JE N
v 1% 0 v
A ZX"Y" V= 0= \/:’ZX’Y Wenn der Knoten
-etikettierbar ist, gelten
B2x-2Ww=0c>w=Zx -2 liese Gleichungen
C ZV-W-U_= 0@) LL.’—ZI/’W modulo p.
I Ist t so wahlbar, dass auch die = Hx=2vy "‘ZX*rl
folgenden Gleichungen — _
goeﬁgn?e eichunge — Z)( Zy ""Z
DY —2-t=-p =>t-=
E Z2x-U -1t=-0

FiIx-Vy-V=0/=>



A Z)(->/- V= 0= \/22)(—-}/ Wenn der Knoten
p-etikettierbar ist, gelten

B Ix —& —W= o0& W =Zx -2 diese Gleichungén
C2AV-W-U=0=>u=7V-W modulo p.
I Ist t so wahlbar, dass auch die = H x— 2\/ '_ZXTz fo hz/'

go;ﬂgzgen Gleichungen = 7x -2y +2 4'&} yL
D2y -2-t=0 =>¢=2y-2|«
F 2x-U-t=0 =t=72x-u=)x-2x+Ly" 2-2\/-2
Flx-y-Vz0(=> 4 1LA
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Ist ein 5-Torus-Knoten 5-etikettierbar?

/@ 3 Y
(S

4 2-2-0z0 E OD=U-A1="2=0
B 4 -3-4=90
C (-4-2= O Alle Gleichungen sind erfiillt.
-0 2 — _2 - Also:
D 2 0 3 = 3 3' Der 5-Torus-Knoten ist 5-etikettierbar.

5-
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Ist ein k-Torus-Knoten p-etikettierbar?
Ein k-Torus-Knoten

/ N ist p-etikettierbar
/A Lovt o, =
— o = p|k
\ L., -
L ) N

A -9 — =0 —> |k = 0 kvon p geteilt wird.
N-2-x F0 =2k 2

=i (1 = Der p-Torus-
L (L ) [L ) P Voewr Knoten ist
LK =4 '—((""”)‘:,50[:71'(20 p-farbbar.
P

Sinnvoll fur: k ungerade, sonst st es eine Verschlingung, : k gro3er als 1, sonst ist es der Unknoten,
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Kann man so allgemein auch andere Knoten untersuchen?

Firbbarkeitsmatrix Matrix des modularen Gleichungssystems

;2 -1 -1 0 0 O,
10 2 -1 0 O
10 0 2 -1 0
FmE =
o 0 2 0 0 -1 -1
0 -1 0 -1 0 2
\ 0 0 -1 0 2 -1
0
2 _1 -1 0 O
10 2 -1 0
fmredé=|-1 0 0 2 -1
0 2 0 0 -1
0 -1 0 -1 ©
_13

; Det[fmé]

; Det[fmred6]

Kretschmarknoten

Mur die Primteiler dieser Determinante kommen flr die p-Etikettierbarkeirt infrage.
Hier ist die einzige Moglichkeit p=13
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Die Primfaktoren der (red.) Determinante sind mdglich p.

LOsung des modularen Gleichungssystems

Bedoce[{Mod[2x-v -2, p6] == Mod [0, p&], K
Mod[-x+2z -1, p6] == Mod [0, p&],

Mod[-x+20- v, p6] == Mod [0, p6&], A
Mod[-v+2v-w, p6] == Mod [0, p&],
Mod[-v+2w-1, p6] == MHMod [0, p&],

Mod[-z+2 v - w, p6] == Mod [0, DE] w N\
}r {}Ef Fr Er uf vf W}r Int&gﬁrﬂ]; q /

Fir p6=13 ergeben sich viele Losungen,
fur andere Werte kommt ,einfarbig” heraus.

Zum Beispiel Ausschnitt aus Loésungen (Mathematica) bei 3-Farbbarkeit.
(X =2+3C[1l] &y =3C[2] &z =1+3C[3] &cu==3C[4] &&av=1=+3C[5] caw=2=+3C[a])

(X=2+3C[l) 66y =1=+3C[2] 882 =3C[3) 86u=1+3C[4) 8&av=3C[5]&aw=2=3C[6])
(X=2+3C[l) 66y =2+3C[2) &2 =2+3C[3] &au=2-3C[4) 8&v=2:3C[5) &aw=2=+3C[6&]})
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Proben sind leicht durchfiihrbar, auch von Hand.

Probe einer Losung des
modularen Gleichungssystems

* Hier ist eine der von
Mathematica
vorgeschlagenen

LAsungen eingetragen

{Mod[2x-¥ -2, p6] == Mod [0, p&], O
Mod[-x+2z-1u, p6] == Mod[0, p6],
Mod[-x+20-v, p&] == MHMod [0, p&], O
Mod[-u+2v-w, p6] == HMod [0, p&],
Mod[-v+2w-v, p6] == Mod [0, pé&], °

Mod[-z+2v-w, p6] ==HMod[0, p6]} /. {XxX=+2, v=+1, 20, 0=+1, v =+0, w2}

{True, True, True, True, True, Truel}
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Alexanderpolynom als Knoteninvariante

Die Alexandermatrix wird so aufgestellt:
*Der Knoten wird orientiert.

*Kreuzungen und Bogen werden
beschriftet

» Werte fir die Bogen werden
In der Zeile der Kreuzung eingetragen.

21—t 0 0 -1 t 0
R L , t —-11—-t 0 0 0

1 k e chis , 0 1—-t 0 .0 t -1
L wkg ‘ 0 t —1 0 0 1-—t
0 0 -1 t 1—-t 0 /
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Alexanderpolynom als Knoteninvariante

Die Alexandermatrix wird so

ausgewertet:: t 0 0 1-t 0 —1)
. o . . . 1—-t 0 0 -1 t 0
*Eine beliebige Zeile wird gestrichen t -1 1—-t © 0 0
*Eine beliebige Spalte wird gestrichen g 1 t_t _['1 g [t] 1_—1t
*\Vorn dieser reduzierte Alexandermatrix 0 0 -1 t 1-t 0 /

wird die Determinatne berechnet. Dadurch entsteht die reduzierte Alexandermatrix

*bei dem enstehenden Termvont  aimex
wird die hochstmoégliche Potenz t 0 0 1-t

0
1-t 0 0 -1t

von t ausggkammert. croo oot
 Das verbleibende Polynom g 1 t—t ﬂl g B

(Absolutglied ungleich Null)
Ihre Determinante ist das Alexanderpolynom
linalg: :det (almex)

Ist das Alexanderpolynom .
poly £t 345023+t
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Alexanderpolynom als Knoteninvariante

Die Alexandermatrix wird so

ausgewertet:: t 0 0 1-t 0 —1)
. o . . . 1—-t 0 0 -1 t 0
*Eine beliebige Zeile wird gestrichen t -1 1—-t © 0 0
*Eine beliebige Spalte wird gestrichen g 1 t_t _['1 g [t] 1_—1t
*\Vorn dieser reduzierte Alexandermatrix 0 0 -1 t 1-t 0 /

wird die Determinatne berechnet. Dadurch entsteht die reduzierte Alexandermatrix
*bei dem enstehenden Term vont simex

wird die hochstmoégliche Potenz t 0 0 1-to
1-t 0 0 -1t

von t ausggkammert. R
» Das verbleibende Polynom g 1 t—t 01 g B

(Absolutglied ungleich Null)
Ihre Determinante ist das Alexanderpolynom

ISt das Alexanderpolynom  1inaig::det (almex)
t* —3t3+5t°-3t+1 -t 345-0 2341
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Alexanderpolynome der ersten Primknoten

Anhang 2: Alexander- -Polynome

12 —t+1
41 t2 —3t+1 Og7 24— 118+ 1012 — 1142
51 ﬁd —t3+t2“ﬁ+l g 5% = 147 4 19t5 =14t +5
Uzp 3¢t - 146742182 — 14+ 3
a i)

Der 5  2t°—3t+2 Bao 10 TH 1 184 2363 + 182 — 7t +1
Kretzschmar- 6, 212 — 5t 42 By 3412034106712t 43
Knoten kann 6: t*—30+312- 3t +1 b e e

43 =342t -t A -3t +1
allenfalls 6 14 —3t3+512-3¢+1 O -4t 4T dt+1
dieser 7o OSB3 g Das #4669+ 012 Gt +1
Knoten , der . 955 275142
6.3, sein. T2 37 —-5t43 : 9gr =45+ 614 =50+ 62 -4t 4 1
Ts 244 — 8313 +3t2 -3t +2 B4 T3 H 117 Tt 41
74 4t2—73+4 O tP-6t34+TE —6E+3
Ts 20445’ —dt+2 Charles Livingston
4 3 2 | . | ;
Y_3t3 4517 —3t+1 To oS4TSt Knotentheorie fr Einsteiger
4 _ri3 2 : .
1 E 5400 -5+ ] Braunschweig 1995, Vieweg
2_
81 3: 7:T3 - Isbn 3 528 06660 1
_ 4 __ a4l 2 __ ) . ' ..
84 i : 37+ 3t =30 37 -3t +1 Alexai Sossinski
8z 417 —-0t+4 Mathematik cer Knoten
84 2% —5t3 4512 —5t42 rororo science sachbuch
+

Ramburg. 2000

8 1% — 3t° + 444 — 513 4 4$2 _ 3¢ -
5 +1 Ishn 978 2499609305 (9€)
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Alexanderpolynome mit CAS Taschenrechner

Al exander—Polynome Knotentheorie Haftendorn, April 2011

1. Bezeichne alle Kreuzungendes Knotens k1, k2, ....

2. Bezeichne alle Bégen des Knotens mit mit Nummern

3. Richte eine Matrix ein mit nXm n= Zahl der Kreuzungen m=Zahl der Knoten

1+ 1 0 ¢ 0 o] [1e 1 0 0 0
I 1= & O 0 0 1 1=t ¢ 0O 0
aex:= 1 O 1= 0 0 0ol d= 0 b Jede Zeile steht fir eine
() 0 1-¢ -1 0 i () 0 1-¢ -1 O !
g 1-¢ 0O 0O ¢ -1 o 1+t O 0 ¢t -1 aex i -
0t 1 0 01— [0 t 1 00 1 It 1 ¢0 0
Kreuzung, jede Spalte fiir einen Bogen 1 1=+ 00 0

EIEII: -1 0 0 f 0 *

0 1-¢« 0 r -1
5. Kopiere die Matrix, streiche eine Zeile und eine Spalte ‘0 ¢ 00 1-¢

4. Beschrifte die Matrix entsprechend den Regeln.

6. Bestimme die Determinante der Restmatrix, das ist das Alexar| | ol 4 \
det(alex2) » =12:1 3112/

7. Klammere t*k aus. —> reduziertes HlexanderpnlynmmJ
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Zopfe und Knoten

«Z0pfe haben n+1 Strange
ezwischen zwel benachbarten Strangen

kann eine Kreuzung von rechts (Kleinbuchstabe)
oder von links (Grol3buchstabe) erfolgen.

» Es gibt damit ein Alphabet von 2 n Zeichen
 Es entstehen Zopfworte.

*Diese bilden eine unendliche Zopfgruppe
(im algebraischen Sinn).

Sie ist nicht kommutativ, hat aber Fernkommutativitat
und andere interessante Eigenschaften

acAC= caAC=ceC=cC=e

ac=ca Fernkommutativitat]
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Zopfe und Knoten

«Z0pfe konnen in einer standardisierten Weise
gechlossen werden. (Platz fiur Platz)

*Dabei entstehen Knoten
und Verschlingungen

Es gibt einen Satz: x
Jeder Knoten kann in einen Zopf
verwandelt werden.

Die Hoffnung, damit die Knoten vollstandig
beschreiben zu kdnnen, hat sich nicht erfullt.
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Warum Knoten?

Die Knotentheorie bietet

Vielen Dank
e Spannende,

ojunge, fUI’ Ihre
e reichhaltige, Aufmerk-

e vernetzungsfahige samkeit

e kommunizierbare
e Offene

. Nach dem Vortrag diskutieren
M ath e m atl k g wir mit Sachverstand.
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