Aufbau der Geometrie  Start

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Universitat Laneburg, 10. Oktober 2006

Grundgedanke: Die konstruierende Schulgeometrie soll hier aus der Eindeutigkeit der
Konstruktion aufgebaut werden. Es werden "Grundaufgaben™” genannt, deren Eindeutigkeit
unmittelbar einleuchtet (axiomatisch gesetzt wird) oder sich durch schon durchgefihrte
Grundaufgaben und Satze beweisen lasst. Dieses mundet sehr bald in der Formulierung der

Kongruenzsatze, die dann zum wesentlichen Begrindungs-Werkzeug werden.
Insbesondere werden die Eigenschaften der Spiegelungen als Sétze bewiesen und nicht axiomatisch vorausgesetzt.
Unerwahnt bleiben hier Axiome wie: Es gibt zu einem Punkt P und einer Geraden g einen Kreis K, der g in genau zwei
Punkten schneidet. Auch die Begriffe Kreis, Strahl, Strecke, ....... werden hier nicht extra definiert.

Konvention: In Planfiguren u.a. sind gegebene Stiicke griin, gesuchte rot.
Nummern verdeutlichen die Reihenfolge der Konstruktionsschritte.

@Grundaufgabe Konstruiere ein Dreieck aus drei gegebenen Seiten. Jx
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Aufbau der Geometrie Kongruenzsatze Seite 2
Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Universitat Laneburg, 17. Oktober 2006
Die Kongruenzsatze werden hier nicht auf die Kongruenzabbildungen zuriickgefihrt, sondern aus der Ein-

deutigkeit der Konstruktion begriindet. Letztere wird axiomatisch als gegeben vorausgesetzt. Siehe Startseite.
Farbgebung: griin=gegeben, rot = gesucht Achtung die pdf-Erzeugzeugung wandelt machmal die Farben.

Definition Figuren heil3en kongruent (=deckungsgleich), wenn in allen geometrischen
Grolen Ubereinstimmen. Ebene kongruente Figuren mussen also direkt oder umgewendet
aufeinander gelegt werden kdnnen. Dabei kann man speziell gleichsinnig und gegensinnig
kongruent unterscheiden.

Kongmenzsdtze /
SSS Seite Seite Seite ‘AX

Stimmen zwei Dreiecke in 3 Seiten Uberein, so sind sie kongruent.

SWS Seite Winkel Seite
Stimmen zwei Dreiecke in 2 Seiten und dem eingeschlossenen

Winkel Uberein, so sind sie kongruent.
WSW Winkel Seite Winkel
Stimmen zwei Dreiecke in einer Seiten und den beiden anliegenden

Winkeln Uberein, so sind sie kongruent.
SsW cros-Seite kiein-Seite Winkel ,
Stimmen zwei Dreiecke in zwei Seiten und dem Winkel Gberein, S‘
der der langeren Seite gegenuber liegt, so sind sie kongruent. /
ey
A

Ist es der andere Winkel, ergeben sich beim Konstruieren

genau zwei Losungen. $
WWW Winkel Winkel Winkel ﬁ Q
Stimmen zwei Dreiecke in drei Winkeln liberein, so heillen sie "d@hnlich".

'M.(.Satz: Die Mittelsenkrechte einer Strecke AB ist der geometrische Ort aller
Punkte, die von A und B dieselbe Entfernung haben.

Beweis: A
Sei P ein Punkt mit der Entfernung r von A und von B.

Sei Q ein Punkt mit der Entfernung s von A und von B.

Die Gerade PQ schneidet AB im Punkt F. (Erganzung *)

Zu zeigen ist: 1.) F ist Mitte von AB und 2.) die Gerade PQ
schneidet AB im rechten Winkel.

zu 1.) Wegen SSS sind die Dreiecke AQP_ und BQP kongruent.
Damit ist FA = FB, F ist also Mitte von AB.

zu 2) Mit F als Scheitel ist BFA ein gestreckter Winkel. O( F /ﬁ)
ist der 1. Schritt der Winkelhalbierenden-Konstruktion Da F Mitte ist,kann d S
mit A und B der 2. Schritt mit dem Radius r erfolgen. Damit ist P als Punkt der
Winkelhalbierenden des gesteckten Winkels nachgewiesen und ist PQ Mittelsenkrechte auf AB.

Da P und Q beliebig unter den Punkten mit gleicher Entfernung zu A und B ausgewahlt waren, ist die

Mittelsenkrechte die gesuchte Ortslinie. g.e.d.

Erganzung *

Dieser Beweis ist "konstruktiv", das heif3t er fiihrt gleichzeitig zu einem Auffinden der Mittelsenkrechten. Wenn man sagt, M
sei Mitte der Strecke AB, dann muss M zu der gesuchten Ortslinie gehéren. M bernimmt zuerst die Rolle von Q und dann
die Rolle von F in dem Beweis. Dabei taucht nun das Problem der Existenz des Schnittpunktes nicht auf. Dafur ist der
Beweis nicht mehr "konstruktiv".
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Aufbau der Geometrie Allerlei Senkrechte seite 3
Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Universitat Laneburg, 20. Oktober 2006

@Grundaufgabe Errichte auf der Geraden g im Punkt P, Pég«,eine Senkrechte.
= y == Halbiere den gestreckten Winkel, der den Scheitel P hat=2 .fnmda{c;

Kaé\ AN
P

@ O ,v') N0, )
lew(fgm

r—s Q
@Grundaufqabe Falle von dem Punkt P auf3erhalb von g das Lot auf g.

> ra=|(Pg)
?

r @ O(P 'T)M/Q A/B
[ Plamppr @ OMY')nOB ")

/V\«-—)@

Diese beiden Konstruktionen
sind eigentlich Wh-Konstruktion,
sie sind damit schon bewiesen.

@Grundauf abe Konstruiere die Mittelsenkrechte der Strecke A-@ /m..L (@)
OO HINAOBN)

M)P,Q
@ pq= m_L(.Q?)

Siehe ’W)_[_‘Sa't

Definition: Eine Spiegelung an der Geraden g ist eine Abbildung der Ebene auf sich, bei
der g Mittelsenkrechte der Strecke( PP') ist und genau die Punkte von g Fixpunkte sind.

g:mL(PIP‘) ,\&F =F'&e> Fe g,)
rundaufgabe: Spiegele P an g. @ O{A IA-‘P ) e —~?

P
Planfigur F
" f N — ®O(B,FP) -
&P ’ &g P=0 "n®

P Wegen r=ap=AP istA e My (P,P')
7! y Wegen r' =BP=BP' ist B & m_L(?'F’)
A, B& g war gewanhlt, g=AB .

Alsoist g Mittelsenkrechte von ‘P‘Is ,
also ist P' Spiegelpunkt von P
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Aufbau der Geometrie Parallelen Seite 4
Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Universitat Lineburg, 20. Oktober 2006

Definition: Eine Gerade h heil3t Parallele der Geraden g, wenn h und g entweder samtliche
oder gar keinen Punkt gemeinsam haben.

Parallelen-AXiom der Eukiidischen Geometrie k' p P

Gegeben sei ein Punkt P und eine Gerade g. / M’
Dann gibt es durch P genau eine Parallele zu g. l-.

Speziell Peg => g=h. P %,I/) 2

Definition: Parallel und getrennt liegend heifl3t auch echt parallel. {‘)5 o a

Definition: Ein Viereck mit vier rechten Winkeln hei3t Rechteck. ;
aty / a: @

Rechteck-AXiom bDie Seiten eines Rechtecks sind paarweise parallel und gleich lang.

Es wirde reichen: Axiom: Die Senkrechte auf dem Lot von P auf g ist Parallele zu g und Parallelen haben tberall denselben Abstand.

Axiome sind Grundaussagen, die man an den Anfang einer Theorie stellt und aus denen
man Satze und Aussagen herleitet. Sie brauchen nicht unbedingt "wahr" zu sein in dem
Sinne, dass gar nichts anderes gelten kann. Aber wenn ein Axiom tatséchlich nicht gilt,
entsteht eine andere Theorie.

Gilt das Parallelen-Axiom, entsteht die Euklidische Geometrie.

Gilt es nicht, entstehen zwei Typen von Nichteuklidischen Geometrien:

Wenn es gar keine echte Parallele zu g gibt, ist es die Elliptische Geometrie, ein Modell
dafir ist die Geometrie auf der Kugel (Spharische Geometrie).

Wenn es mehr als eine Parallele zu g durch Punkt P gibt, ist es die Hyperbolische
Geometrie.

Ein Axiom-System soll widerspruchsfrei, vollstandig und minimal sein.
Widerspruchsfreiheit sichert man durch die Angabe eines Modells, also eines geometrischen
Objektes, in dem alle Axiome gelten.

Minimalitat heif3t, dass man keines der Axiome durch die anderen beweisen kann. Man
sichert Minimalitat dadurch, dass man durch Weglassen je eines Axioms etwas nachweislich
anderes erhélt.

Vollstandig ist ein Axiomsystem, wenn man alle Aussagen, die in dem Modell mdglich sind,
beweisen kann.

In diesem Aufbau der Geometrie geht es um die Euklidische Geometrie. Und es geht um
eine Grundlage, auf der Lernenden vollstandiges Argumentieren nahegebracht werden soll.
Da man bei jungen Menschen schlechterdings nicht dauernd Offensichtliches in Frage
stellen kann, ohne ihr Zutrauen ins eigene Denken zu beschadigen, sind hier die
Konstruktionen, wie sie euklidisch nun mal sind (und die Mathematiker aus Axiomen
hergeleitet haben), als Quasi-Axiome genommen. Damit konnte man ja auch schon allerlei
schaffen, wie Seite 1 bis 3 zeigen.

Interessanterweise kann man aber daraus nicht das Parallelenaxiom herleiten, es ist sinnvoll
und entspricht einer tiefen Wahrheit, gerade hier die Rolle eines Axioms hervorzuheben.
Euklid selbst und viele Mathematiker nach ihm haben eine solche Herleitung vergeblich
versucht, bis im 19. Jh. durch Gaul3, Boljai, Lobatschewski und Riemann Modelle fur
Geometrien ohne Parallenenaxiom angegeben wurden.

Das obige "Rechteck-Axiom" kann bei Zugrundelegung des Hilbertschen Axiomssystems fir
die Euklidische Geometrie hergeleitet werden. Euklid hat es aber als Axiom bezeichnet.

In dem hier vorgestellten Aufbau ist es auch sinnvoll, es als Axiom zu nehmen, denn es lasst
sich aus den Konstruktionen zusammen mit den Kongruenzsatzen nicht herleiten.

Damit kann nun die gesamte Euklidische Geometrie aufgebaut werden.
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Aufbau der Geometrie  Winkelsatze Seite 5
Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Universitat Lineburg, 20. Oktober 2006

Definition:  An einer Geradenkreuzung entstehen
zwei Paare von Scheitelwinkeln.

Scheitelwinkel-Satz R
An einer Geradenkre{uzung sind Scheit/elwinkel gleich dgrof3. o
- = o
XK =X B=p ot

Anmerkung: Als Punktmengensind « und «' verschieden und Puristen wiirden schreiben
W(a) =w(a"), wobei w(...) WinkelgréRe von ... bedeutet. Aber selbst diese Puristen schreiben

spater nicht SIN(W(cx)) , wie es dann sein misste. Kontextabhangig ist stets klar, ob ein Winkel als

Punktmenge gemeint ist, oder ob von seiner Grol3e die Rede ist.

Beweis: Ein Winkel entsteht durch zwei Strahlen, verlangert man die Strahlen zu Geraden, so wird
klar, dass bei der Entstehung von o durch Drehung des 1. Schenkel zum 2. Schenkel auch '
entsteht und dass o' dieselbe GroRe hat wie ¢ . Dasselbe gilt fiir das andere Scheitelwinkelpaar.

Definition: Wird ein Parallelenpaar von einer Geraden g geschnitten, so entstehen
Paare von Stufenwinkeln
und

Paare von Wechselwinkeln % 4/
Wechselwinkel-Satz

An von einer Geraden geschnittenen Parallelen sind Wechselwinkel gleich grof3.

Stufenwinkel-Satz
An von einer Geraden geschnittenen Parallelen sind Stufenwinkel gleich grof3.
/0

Beweis: Q@ 1@ ,l'l,)n hL = Q/
L (b, ), =P’

Q' =PP' =:ol (Asxion )
P 4 QAP=LPPR=6_
Rechts ist das abgeschwachte ‘e |~ .>[,A o)
Rechteckaxiom genommen, A PQ O = A_-? Q | .
mit dem starken Axiom W?WL S.S‘W / wg‘@k Pa gg?xmaéw Y

folgt die Kongruenz aus SSS.

Jedenfalls folgt aus der Kongruenz der Dreiecke die Gleichheit der Winkel : = Q¢ f
o<'list Scheitelwinkel von ¢/, also & 'L o/ und auch &« = a¢  (Transitivitat de%{eichheit).

In den anderen Féllen kann man entweder genauso vorgehen oder man geht erst zu den
Scheitelwinkeln tber und beweist dann genauso.

Sonderfall: Schneidet die Gerade eine Parallele senkrecht, so schneidet sie hach
dem schwachen Rechteckaxiam auch die andere Parallele senkrecht und alle Winkel sind
rechte Winkel und damit auch gleich grof3.

g.ed
(quod erat demonstrandum)
(was zu beweisen war)

Anmerkung zu den Schreibweisen: Puristen wiirden schreiben g/ Nh= {f} .S‘ltt# g,ﬁ A-:j‘

" L[ @) = L ( -P-Q‘)_:_’: L[_Q Das ist die sich_erste Methode, die Geometrie
0064 /P a ( ‘QL_Q# PQ - Pa, =: o( zu verleiden und Lernen zu verhmdern./}

Mathematiker denken sich das.
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Aufbau der Geometrie Winkel und Figuren seite 6
Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Universitat Lineburg, 26. Oktober 2006

Definition des WinkelmafRes in Grad: /C:\ A80 °

/]
Der gestreckte Winkel habe eine Grof3e von 180°.
Dann hat der rechte Winkel 90°, [3_3_0" @_’
Der Vollwinkel hat 360°. 360°
Winkel ¢ mit &<90° heiRen spitze Winkel. AX 3
Winkel ﬁ mit JOZ 3<1€)* heiRen stumpfe Winkel. >——

Winkel Yv mit 4[po4x(“o’ heilzen Gberstumpfe Winkel. Y<'>3<_'

Der Vollwinkel wird so gleichméaRig in Grad eingeteilt, dass Winkel mit gleichem Gradmalf3
deckungsgleich (=kongruent) sind.
gsgleieh (Skongrueny) oc+B+y = 480°

Winkelsummen-Satz fiir Dreiecke \« Y R
Die Winkelsumme im Dreieck ist 180°.
Beweis: g sei Parallele zu einer Seite durch die gegentberliegende Ecke.
Es entstehen der Wechselwinkel ¢¢' zu & und nach
dem Wechselwinkelsatz gilt o< ' = o<

Ebensogilt B’'=A J’ ¥

o<, Y, 3! bilden einen gestreckten Winkel.

—  Damit folgt o_ ! ) A
A80° = « Ra .-’fou-pJ»[ ge.

Dieses ist der schonste Satz der ersten Elementargeometrie und man sollte seinen Beweis immer besprechen.

Das sei ausdriicklich betont und gilt auch fur Klasse 5 und auch fiir jeofen Scﬁuliyp, egal wie wenig man sonst beweist.

Definition: Ein Dreieck mit zwei gleichen Seiten heif3t gleichschenklig, die dritte Seite heilt Basis,
die an ihr anliegenden Winkel hei3en Basiswinkel.

~

Basiswinkel-Satz
Im gleichschenkligen Dreieck sind die Basiswinkel gleich grof3.
Beweis: P P ist gleich weit entfernt von A und B,
liegt also auf der A D
lo b Mi?der Mitte M W’L(AB)
9 entstehen zwei naca SSS kongruente Dreiecke,
\ alsogilt e< = |° .

A 3 % V()A,
Definition: Ein Vieleck (=Polygon) heilt konvex, Kon ve X
wenn fur je zwei Punkte P und Q aus dem Inneren
auch die gesamte Strecke PQ im Innern des Vielecks liegt. ( D

Ein Vieleck heil3t Uberschlagen, wenn sich seine Seite kreuzen.

Dabei werden die Kreuzungspunkte nicht zu den Ecken gezahilt. Iz
Dic iiberschlagenen Vielecke entstehen ganz einfach beim Experimenticren mit

DGS, darum muss man sie in die Uﬁcr[e_qungcn einbezichen. H

Winkelsummen-Satz fir n-Ecke
Die Winkelsumme im (nicht iiberschlagenen) N-Eck ist (n-2)*180°.

Beweis: Die Beweisidee ist, das n-Eck in Dreiecke zu zerlegen und festzustellen,

dass alle Innenwinkel der Dreiecke ohne Uberschneidungen zu der Innen-

winkelsumme des n-Ecks beitragen. Es gibt (n-2) Dreiecke zu je 180° Winkelsumme.

So geht es in der Schule und wenn man es verstehen will. Puristen beweisen hier mit vollstindiger Induktion.

Mathematiker denken sich das durchgefithrt. Aber weil hier grad noch Platz ist:

Verankerung: n=3 WS=(3-2)*180°=180° wahre Aussage. Induktionsannahme: fiir n-Ecke ist es richtig.
Induktionsschluss: Betrachte ein (n+1)-Eck, entferne eine Ecke mit ihren zwei Kanten, schneide also ein Drei-
eck ab. Es entsteht ein n-Eck, das WS=(n-2)*180° hat. Flige nun das eine Dreieck mit seinen 180° wieder an
und —da dabei keine Ubeschneidungen auftreten- hat das (n+1)-Eck WS=(n-2)*180°+180°=((n+1)-2)*180° g.e.d.
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Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Universitat Lineburg, 21. Oktober 2006

Es gibt i.W. drei Arten, die Gruppe der Kongruenzabbildungen aufzubauen:
e Die Achsenspiegelung als grundlegend an den Anfang stellen. Dann die anderen
durch Doppel- und Dreifach-Spiegelungen erzeugen.

0
(0]
(0]
(0]

Doppelspiegelung an parallelen Geraden definiert eine Verschiebung
Doppelspiegelung an Geraden mit Schnittpunkt definiert eine Drehung
Dreifachspiegelungen definieren eine Gleitspiegelung

Klassifizierung: mehr gibt es nicht.

e Die Kongruenzabbildungen als langentreue Abbildungen der Ebene auf sich mit
gewissen Fix-Eigenschaften definieren und dann zeigen, wie solche Abbildungen
konkret aussehen.

(0]

(0]
(0]
(0]
(0]

...genau eine Fixpunktgerade definiert eine Achsenspiegelung

...genau ein Fixpunkt definiert eine Drehung

...genau eine Schar von parallelen Fixgeraden definiert eine Verschiebung
...genau eine einzige Fixgerade und kein Fixpunkt definiert eine Gleitspiegelung
Andere langentreue Abbildungen der Ebene auf sich kann es nicht geben.

e Die Bewegungen in einem handlungsorientierten Ansatz konstruktiv erzeugen. Als
Denkhilfe "Wanderlinien" der Punkte zu ihren Bildpunkten in den Blick nehmen. Die
jeweilige Abbildung der Ebene auf sich intuitiv erfassen, die Definition
herausarbeiten, eine oder mehrere Konstruktionen herleiten.

(0]

o O O

OO0 0O

(0]

Die Achsenspiegelung. Spiegelachse als Mittelsenkrechte aller Wanderlinien.
Die Drehung. Wege auf Kreisen um den Drehpunkt mit demselben Drehwinkel.
Die Verschiebung. Wege alle entsprechend dem Verschiebungspfeil.

Die Gleitspiegelung. Hintereinanderausfiihrung von Achsenspiegelung und
Veschiebung.

Langentreue jeweils herleiten, damit als Kongruenzabbildung etablieren.
Doppel- und Dreifachspiegeln als Konstruktionsalternativen herleiten.
Fix-Eigenschaften untersuchen und herleiten.

Zeigen, dass es zu jeder beliebigen Gleitspiegelung eine Standard-Gleitspiegelung gibt, bei der
die Gleitspiegelachse parallel zum Verschiebungsvektor ist. (In der Schule verzichtbar.)
Zeigen, dass so alle Bewegungen (= Kongruenzabbildungen) erfasst sind und
dass sie bzgl. Hintereinanderausfiihrung eine Gruppe bilden.

Didaktische Bemerkung: Fur den Schulunterricht halte ich nur den unteren Weg fur
sinnvoll, zumal die zugehdrigen Beweise und Impulse flur die Fragestellungen von den
Lernenden selbst kommen kdnnen. Der Weg entspricht dem hier vorgestellten Aufbau der
Geometrie und es herrscht stets Klarheit, was als Argument benutzbar ist.

Der erste Weg hat seine besondere mathematische Schonheit und kénnte auch von diesem
Aufbau aus erfolgen, bei dem die Achsenspiegelung (auf Seite 3) schon definiert und
konstruiert wurde. In diesem Falle hat er auch fur die Lernenden ( also die Studierenden)
den Vorteil argumentativer Klarheit.

Verfolgt man den ersten Weg in einem Lehrzusammhang aber von den
Spiegelungsaxiomen aus, so hat man man nur zwei Mdglichkeiten:

e Wirklich und vollstandig axiomatisch vorgehen. Dieses Vorgehen erfordert eine
nummerierte Liste von Axiomen und Satzen und bei einer Fragestellung die
Verortung der Frage an einer bestimmten Stelle der Liste. Sich hier sicher zu
bewegen ware die reife Frucht einer sehr guten mathematischen Ausbildung, nicht
der Weg dorthin. Auch mir bekannte Bucher fir Studierende halten diesen Weg
nicht durch.

e Sehr bald die Kongruenzsatze aus dem gewéhlten hinreichend grof3en Axiomsystem
herleiten und sie dann aber auch als Argumente zulassen, wie es mathematischer
Usus ist. Es ist fraglich, ob das lohnt und wirklich verschieden vom Vorigen ist.

e Axiomatische Ubungen muss man in der Lehre auf die ersten paar Axiome und das
Parallelenaxiom beschranken. Axiomatik ist in Algebra, Stochastik... einfacher durchzuhalten.
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Spéatestens nun fangt der Bereich des spanndenden interaktiven Erkundens von Geometrie
an. Daher ist die Internetseite besser geeignet als dieses Blatt Papier.
Es soll nun nur noch als Stoffsammlung und Ubersicht dienen. M
1. Besondere Linien und Punkte im Dreieck
1.1. Die Mittelsenkrechten und M, der Umkreismittelpunkt W
1.2.Die Hohen und ihr Schnittpunkt H
1.3. Die Winkelhalbierenden und ihr Schnittpunkt W, der Inkreismittelpunkt
1.4.Die Seitenhalbierenden und ihr Schnittpunkt S, der Schwerpunkt
1.5.Die Eulersche Gerade, auf der M,S und H liegen
1.6. Der Feuerbachsche 9-Punktekreis
1.7.Napoleondreieck, Fermatpunkt ...und so weiter.....
2. Kreis-Winkel-Satze und Kreis-Satze
2.1. Thalessatz
2.2. Umfangswinkelsatz

2.3. Sehnen-Tangenten-Winkelsatz —
2.4.Sehnensatz, Sehnenviereck e
2.5. Sekanten-Tangenten-Satz = e
2.6. Sekantensatz SR

2.7.Herleitung der Satzgruppe des Pythagoras hieraus
3. Kongruenzabbildungen, Bewegungen
3.1. Achsenspiegelung und ihre Eigenschaften
3.2.Drehung, Veschiebung, Doppelspiegelungen
3.3. Dreifachspiegelungen
3.4.Klassifikationssatz, Abbildungsgruppe
4. Langenverhéltnisse, weitere Abbildungen
4.1.Projektionssatz,
4.2. Strahlensatze,
4.3. Streckungen und Ahnlichkeit
4.4. Goldener Schnitt
4.5.Flachen ebener Figuren
4.6.Scherung
5. Satzgruppe des Pythagoras
5.1.Kathetensatz b2
5.2. Pythagorassatz 2 A 4
5.3.HOhensatz
5.4. Arithmetisches, geometrisches und harmonisches Mittel
Kreisberechnung und Pi
Trigonometrie
7.1.Sinus, Kosinus, Tangens als Funktionen und
Verhaltnisse
7.2.Sinussatz
7.3.Kosinussatz
8. Korpergeometrie
8.1. Raumliches Zeichnen, Projektionen
8.2.Berechnung von Langen und Winkeln im Raum
8.3. Cavalieri-Prinzip
8.4.Volumen und Oberflache von Korpern
8.4.1. Prismen
8.4.2. Pyramiden und ~stumpfe
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