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Lagsen Sie sich in die vielfaltige Welt der Fraktale cinfihiren. Lernen Sie die Ordnung
in den nur scheinbar chaotischen Yorgangen kennen.
Erfahren Sie, wie durchsichtig und einfach die mathematischen Grundlagen sind. Erkunden Sie die Maglichkeiten, selbst Fraktale
1u erfinden.
Mit dem mathematischen Schulwissen und dem Mut 2u neven Wegen ausgestattet, haben Sie gute Chancen, an dieser Vorlesung
freude 10 haben. Diese Blatter smd cine -unvollkommene- Zusammenstellung aus den im Internet verfigbaren Sciten

o oder (¢ Bereith Frakiale Geometrie

Obige Abbildungen zeigen Beispiele fir

(1) Fraktale mit rekursiven Wegen, Lindenmayersysteme

(2) Fraktale mit iterierten Funktionen , IFS,

(3) Chaotisches Verhalten an der logistischen Parabel,

(4) Attraktoren in dynamischen Systemen, Rosslerhut

(5) Verwandte des Apfelméannchens.

Weitere Themen der Vorlesung sind: Juliamengen, das Feigenbaumscenario, fraktale Dimension,
zellulare Automaten, Anwendungen in anderen Wissenschaften, Bedeutung und Moéglichkeiten
fur Schule und Padagogik.
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Auf der namlichen Erde
stehen die namlichen B

Und auch am heut:
SC hidgen die namlichen Blatter

raschelnd zusammen.
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Weafrakinle

Chaos und Fraktale I Diskette
]
1.1 rekursive Prozeduren(Prg Zweig)

1.2 Lindenmayersysteme (Prg Linde)

2 Ifs-Fraktale

2.1 Chaosspiel (prg Sierpi)

2.2 Bekannte IFS-Fraktale Prg(1FS)

3 Logistische Parabel prg Logisvgl
3.1  Darstellungen rekursiver Folgen
3.1.1 Iteration an der Logistischen

Parabel
3.2 Feigenbaumszenario(prg Kaosfeig)

Apfeiminnchen {prz Apiinia;

1 Komplexe Zahlen, Darstellung

2 Erklirungen zum Apfehnannchen

.2.1 Mandelbrot-Rekursion

3 Juliamengen

3.1 Zusammenhang mit der
Mandelbrot-R ekursion

4.4  Verwandte Rekursionen

5 Dynamisc
5 1 Veranschaulichung von Dxﬂferentxa[glelchungen

5.2  Lorenzattraktor

5.2.1 Visualisierung des Lorenzattraktors
5.3  Weitere Dynamische Systeme

5.3.1 Roesslerattraktor

fie dvsieme (nro Lorsnz:

Dr.Dorte Hattendomn 10. Januar 1995

Rerchhaltiges Programm, vigies 7
Ansehen, Zutalls Baum u.a.
Eigene Erfindungen moglich, Vanationen
empfohlen, reichhaltige Auswahl.

Das Verzeichnis LINDATEN ist wichtig.

U

Emfithrungsbeipiel in das Thema.
Reichhaltiges Programm mit vielen
kreativen Moglichkeiten. Variationen
empfohlen.

Das Verzeichnis [FSDATEN ist wichtig.
Verstindnis-Programm, man kann nur den
Parameter dndemn

Man kann eigene Ausschnitte wihlen und
sich die "Inseln der Ruhe"” genauer
ansehen.

Reichhaltiges Programm, in dem es viele
schone Bilder zu entdecken gibt.

Vorsicht mit zu hoher Iterationstiefe.
Folge im Einzelnen ansehen: opt.<v>

=TYP... kann gewihlt werden
Freie Erfindung von verallgemeinerten
Mandelbrotmengen nur in Pascal mgl.

Man kann sehen, wie die Attraktoren beim
Wandern der Punkte entstehen und wie
benachbarte Punkte ausemanderlaufende
Bahnen haben. '

Auch als Anaglyphen mit rotgriiner Brille
raumlich zu sehen.

Man kann die Blickrichtung dndern.

Ty > T TRy

Zeluifive Aursmaien

Progr. lebenfrb =Game of Life (Conway)

Progr. linauto und linzauto

Progr drahtwlt
“uremnatk Prg. Kegelschnitte
Progr dglnumer

Man setzt Muster aut ein Karogitter und
sieht sich an, wie es sich von Takt zu Takt
eintwickelt. (auch fiir Kinder ab 11 J.)
Lineare Zell. Automaten, erzeugen von
selbst div. Muster. Regeln sind variabel.
Man kann elem. Elektronik simulieren.
Alles zum Thema Kegelschnitt-Eigensch.
numerische Differentialgleichungen

CHAQSDSK.TXRT
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Dr.Dorte Haftendorn L1Typ 1 Grundlagen 10 Oktober 1994
Initiator , meist ein gerader Strich, allg. ein Linienelement.
Generator ist aufgebaulmit den Linienelementen des Initiators.

Der Generator klart, durch was der Initiator ersetzt werden soll. Am einfachten geht es, wenn man den
Generator aus geraden gleichlangen Stiicken zusammensetzt.

Regel: Jedes Linienelement (anachst des Generators dann in jeder sute) Wird durch den

verkleinerten Generator ersetzt. Das wird stets wiederholt.

Es sind hier auch vielfdltige Variationen moglich, z.B. konnen zwei Generatoren im Wechsel oder in
zufdlliger Wahl wirken. Es konnten auch nur ein Teil der Linienelementersetzt werden u.v.m.

Realisierung von £ -—/\_‘ _/\_}‘/\Z ?

Realisierung mit rekursiven M Turtlegraphik-Prozeduren

fd(a) steht fiir : laufe a Pixel vorwarts, lt(b) steht fiir : drehe den Kopf um den Winkel b nach links,

entsprechend I't(D) nach rechts.

Procedure koch(stufe:integer);
begin if stufe=1 then begin fd(a);It(60);fd(a);rt(120);fd(a);1t(60);fd(a); end

else begin  koch(stufe-1);1t(60);koch(stufe-1);rt(120);koch(stufe-1);1t(60);koch(stufe-1); end;
end; {proc}

Realisierung mit Lindenmayer—SyStemenl) SRk etk

Aus einem AX10M und einer oder mehreren Ersetzungsregeln wird zuerst entsprechend der
gewdhlten Stufe ein langes Wort gebildet.
Dessen Buchstaben werden dann einzeln gelesen und in # Turtlegraphik-Befehle umgesetzt.

Dabeisteht F zB:fur fd(a), +ar lt(b) , -fur rt(b).

Fur die Kochkurve ist das Axiom F (Stufe 0) , die Ersetzungrregel F=> F+F--F+F (Stufe 1),
In Stufe 2 ist dann F+F--F+F + F+F--F - - F+F--F + F+F--F+F entstanden.
Fir Stufe 3 ist wieder jedes F mit der Ersetzungsregel zu ersetzen, u.s.w. .

Stets wird beim Zeichnen ein Weg durchlaufen, deshalb habe ich diese Fraktale Wegfraktale genannt.
In der einschldgigen Literatur wird meist nur "klassische Fraktale" (weil es sie schon langer gibt) gesagt,
oder sie bekommen den Namen L-Systeme, nach der letzten der obigen Konstruktionen..

DER KREATIVITAET WERDEN (FAST) KEINE GRENZEN GESETZT

D Urspriinglich 1968 entwickelt von dem Biologen Aristid Lindenmayer zur Beschreibung des Pflanzenwachstums.

C:\FRAK\WEGFRK!



Chaos und Fraktale 1. Wegtraktalel

Dr.Dorte Haftendorn 1.1.1. Kochkurve und Varianten 25. Oktober 1994
5T Die Kochkurve nier dreifach als Schneeflockenkurve
> : e gestaltet, st ein Paradebeispiel flir selbstdhnliche Fraktale Ihr
i It Axiom ist F _bzw F--F--F--, die Ersetzungsregel, dh. der
57 i I Generaior | ist F+F--F+F, mit
L’,ﬁ_, ,f e i —_ O
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Zahlzeiche Varianten sind denkbar.

Fir die Verwirklichung auf Karopapier eignet sich
besonders der Generator F+F-F-F+F mit +/- = 90° |
Das Fraktal kénnte man Quadro-Kochkurve nennen.
Rechts ist die 5.Stufe gezeichnet, man kann aber deut-
lich den Genarator und auch die ndchsten Stufen

erkennen.

Auch als Kreuzstichmuster hat die Quadro-Kochkurve A‘g
schon gedient, eigentlich aber hat der schwedische |
Mathematiker Helge von Koch 1904 die obige Kurve
eingefithrt, um ein Beispiel fir eine nirgends differenzierbare und dennoch stetige Kurve aufzuzeigen.
Aber sie hat noch weitere bemerkenswerte Eigenschaften: Die Lange der Kurve wichst bei jedem Schritt mit
dem Faktor g=4/3 , ( bei der Quadro-Kochkurve ist g= 5/3 ) ,also bilden die Langen der einzelnen Stufen
eine geometrische Folge, die gegen Unendlich strebt.. Damit ist bei dem Schneeflockenfraktal auf deutlich
sichtbar endlichem Platz eine unendlich lange Kurve untergebracht.

ke
)
- : 388
e g%‘)
©ad

Die beiden Generatoren , die hier zusammen mit ihrem Fraktal in 5. Stufe abgebildet sind, zeigen einen
bemerkenswerten Unterschied. Das rechte untere Bild scheint gedreht zu sein.Die Genaratoren sind:
oben: +TF--FF++F- mit+-=45° undunten: +F---F+++F- mit +/- =30°

Zeichnet man sich den zweiten Generator wirklich einmal ordentlich zu einem waagerechten Initiator auf;
so stellt man fest, daf3 tatsichlich der Endpunkt des Generators hoher liegt. Mit Tangens gerechnet sind
es 3,435° fiir jede Stufe. Uberhaupt ergeben sich hier zahlreiche lohnende Anwedungen fur die
Kenntnisse aus Klasse 9 und 10. Die Schrittweite F muf} ja bei jedem Schritt passend verkleinert werden,
damit die Zeichnung insgesamt etwa dieselbe GroBe behélt. Unten gilt F . =1/\5 -F, ;= 0,4472 ‘F,.

KOCHALG.TXT
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alleriael Fraktale - und ihre Vorlaufer. Ha 28. Januar 1992

Versuche, jeweils den Grundbaustein, der aus hochstens 5 Strichen
besteht, herauszufinden. Skizziere die zwelte, bzw.auch die 3.Stufe
auf dem Weg zum Fraktal.

Finde heraus, welche Stufe hier jewelils gezeichnet ist.

Wie grof ist die 7zahl der Bausteine vom Tvp einer bestimmten Stufe in
der nachsten sStufe? 7z gesucht jeweills

Mit welchem Faktor muR man den Bausteiln strecken, um die vorige Stufe
wider zu erreichen? K gesucht Jeweils

rundeyr Zweig

Wedel

|
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Quadro—-Kochkurve |

Busch

Zwelg
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Dr. Dérte Haftendorn

Lindenmayer-Systeme

26 Marz 1995

Ein L-System ist gegeben durch ein Alphabet,
hier F ,+ und -, und Ersetzungsregeln.

Hier steht das Axiom F

Hier steht die Regel

F=F+F--F+F

Die Lindenmayerworte:

1. Stufe F+F - - F+F

2. Stufe F+F - - F+F+F+F--F+F--F+F -
-F+F+F+F--F+F

3. Stufe F+F - - F+F+F+F - - F+F - - F+F -
-F+F+F+F--F+F+F+F--F+F+F+F - -
F+F--F+F--F+F+F+F--F+F--F+F-
-F+F+F+F--F+F--F+F--F+F+F+F--
F+F+F+F--F+F+F+F--F+F--F+F--
F+F+F+F--F+F

4.Stufe F+F - - F+F+F+F--F+F--F+F - -
F+F+F+F--F+F+F+F--F+F+F+F--
F+F--F+F--F+F+F+F--F+F--F+F-
-F+F+F+F--F+F--F+F--F+F+F+F - -
F+F+F+F--F+F+F+F--F+F--F+F - -
F+F+F+F--F+F+F+F--F+F+F+F--
F+F--F+F--F+F+F+F--F+F+F+F--
F+F+F+F--F+F--F+F--F+F+F+F--
F+F--F+F--F+F+F+F--F+F--F+F-
-F+F+F+F--F+F+F+F--F+F+F+F- -
F+F--F+F--F+F+F+F--F+F--F+F-
-F+F+F+F--F+F--F+F--F+F+F+F--
F+F+F+F--F+F+F+F--F+F--F+F--
F+F+F+F--F+F--F+F--F+F+F+F--
F+F--F+F--F+F+F+F--F+F+F+F--
F+F+F+F--F+F--F+F--F+F+F+F--
F+F+F+F--F+F+F+F--F+F--F+F--
F+F+F+F--F+F+F+F--F+F+F+F--
F+F--F+F--F+F+F+F--F+F--F+F-
-F+F+F+F--F+F--F+F--F+F+F+F--
F+F+F+F--F+F+F+F--F+F--F+F--
F+F+F+F--F+F

fﬁzﬁ?
A

R
[

Rekursive Igelgraphik-Prozedur

PR weg :n :a

( wenn :n=0 dann vorwirts :a
sonst ( weg (:n-1) (:a/3) hh 60

weg (:n-1) (:a/3) re 60 re 60
weg (:n-1) (:a/3) 1 60
weg (:n-1) (za/3) ))

ENDE

Die Lindenmayerworte wachsen immens schnell
(hier i.w. mit 4" , oft noch mehr) , so daB sie sich
in  Pascal z.B. nicht als
(tiblicheZeichenkette) hantieren lassen.
Leicht verstdndlich und daher fiir pddagogische
Belange sinnvoll ist die Ubertragung in direkte
Igelgraphik-Prozeduren. Das Axiom steht dann im
Wenn-Teil , der Abbruchbedingung. Der Sonst-
Teil 1st aufgebaut wie die Regel.
Gerade LOGO eignet sich filir freiere Schiiler-
expernimente.
Die Kochkurve ganz unten entsteht dann durch
Eingabe von weg 4 300 .
Leider ist die Ubertragung aber dennoch nicht
immer einfach. Die nachfolgede Schneeflocke
erhdlt man als L-System durch Veridnderung des
Axioms in F++F+ +F++
In dem Wenn-Teil der Weg-Prozedur darf man
diese Anderung aber nicht einbauen, sondern man
muB die unverdnderte Prozedur dreimal aufrufen.
wh 3 [weg 399 re 120 ]

5\;*1\_5;? E.J‘L.:{

strings

3

oy {’I
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Fazit: Die Realisierung von Wegfraktalen
(Graftalen) ist durch Lindenmayersysteme oder
durch rekursive Igelgraphik-Prozeduren moglich.
Beide Arten haben ihre Vorziige und ihre
Schwierigkeiten. In LOGO ist ein schiilernaher
Zugang und freiere Variation moglich. pies istogolint.ie



Fraktale Terndrer Baum oder Sierpinski-Dreieck als Wegtraktal
it

www uni-lueneburg. de/mathe-lebrami ~Mrz. 97, Apr. 2005
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Terndrer Baum

procedure ternaererBaum(i:integer; VAR gr,x,y.integer); Mit rekursiver Prozedur in Pascal
var xk,yk,g 1:.integer;
begin g 1:=round(v*gr);
if i=1 then begin  setcolor(2);
fd(gr);zkn(i,x,y); 1t(120);fd(gr);zkn(i,x,y); 1t(120);fd(gr);zkn(i,x,y);lt(120); setcolor(5); end
else begin fd(gr);kn(i,xk,yk);ternaererBaum(i-1,g_1,xk yk); zkn(i,xk,yk); zkn(i,x,y);
1t(120);fd(gr);kn(i,xk,yk);ternaererBaum(i-1,g_1,xk,yk);zkn(i,xk,yk); zkn(i,x,y);
1t(120);fd(gr);kn(i,xk,yk);ternaererBaum(i-1,g_1,xk,yk);zkn(i,xk,yk); zkn(i,x,y);1t(120); end;
end;

3

CADérte\Mathematik\Chaos\terni-baum wpd
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T it dem Lindenmayersysten
Im Folgenden ist F eine Weglinge, die von Stufe zu
Stufe mit dem Stauchfaktor 0.5 verkleinert wird. .+/-
ist ein Winkelpaar, derr Grof3e 120°.

Aus dem Axiom entsteht unter Verwendung des

ffa 12. Januar 194

../ . 3 . . -

T S I Bausteins A aufgrund der Ersetzungsregeln in jeder
k/ \\,\J‘\ Stufe ein immer lingeres Wort. Dieses wird

//,// \\ // L "gelesen" und in Zeichenbefehle (Turlegraphik)

umgesetzt.

- Das Axiom ist A und der Baustein A ist ein spéter nicht zu zeichnendes Zeichen.

Regeln: F =0 2FF5 | die Verdoppelung bewirkt, daf3 die inneren Sternarme immer linger werden konnen.
Die Zahlen bewirken die Umschaltung der Zeichenstiftfarbe.

A =D (FA)+ (FA)Y*+ (FA)+  dies ist der Keim fiir den 120°-Stemn.
Die Stufe 0 ist das Axiom, das aus dem Buchstaben A besteht und daher nicht gezeichnent werden kann.
In Stufe 1 wird A durch die rechte Seite der Regel ersetzt und es erscheint einfache der 120°-Stern, wie
er oben violett innen abgebildet ist. '
In Stufe 2 wird folgendes Wort gebildet: (2FF5(FA)+ (FA)+ (FA)+ )+ (QFF5(FA)+ (FA)+ (FA)+ )+
QEFS(FA)+ (FA)*+ (FA)+ )+ Gezeichnet ist es im oberen Bild.
Man kann sich vorstellen, daB an jedem freien Ende der Buchstabe A abgelegt wird, aus dem dann in der
nichsten Stufe wieder ein 120°-Stern wird.

Das in Stufe 3 gebildete Wort ist: (22FF52FF55(2FFS(FA)+ (FA)+ (FA)*+ )+ (2FF5(FA)+ (EA)+ (FA)+

Y+ (2FFS(FA)+ (FA)Y+ (FA)F )+ )+ (22FF52FF55(2FF5(FA)+ (FA)+ (FA)+ )+ (2FF5(FA)+ (FA)+ (FA)+

)+ (QFFSEA)+ (FAY+ (FA)+ )+ )+ (22FF52FF55(2FFS(FA)+ (FA)+ (FA)+ )+ (2FF5(FA)+ (FA)+ (FA)+
)+ (2FF5(FA)+ (FA)+ (FA)+ )+ )+

An jedem griinen freien Ende des obigen
Bildes hingt dann ein halb so grof3er 120°-
Stern, der an seinen Enden wieder den
Keim A tragt.

Man erkennt, daf3 die entstehenden Worte
sehr schnell i.w. exponentiell wachsen.
Hier gilt fir (Stufe/Zeichenzahl):

(1/15), (2/57), (3/211), (4/780),(5/2499)...
(6/7800), (7/23991), (8/ 73140)....

Dies bewirkt, da} mit dem Computer das
Wort gleich bei seiner Entstehung ge-
zeichnet werden muf3. Interessant ist, daf3
das Programm streng rekursiv ablauft, und
daB man gut verfolgen kann, wie jeder
Teilbaum in derselben Weise durchlaufen
wird wie der Hautbaum.

% )
Are N A 3 A
IR SRy o

JOSLigtr oty ,w.‘,\’i Prot et el N

Hier ist Stufe 7 abgebildet.
Dateien tiblin2.wpg, triblin7.wpg, triblin.txt.--- Programm LINDE ©Ha 94 Dr.Dorte Haftendorn 14. Januar 1995




Chaos und Fraktale PI1.wegfraktale[«d

Dr. Done Haftendom | E eufelstr@pp@ | | 20. Mar7 1993

teufel.lin erstellt mit Linde.pas Ha 3/95 | ohne Farben ebenso in LOGO teufel.log
Lindenmayer-System Weg-Prozeduren mit Igelgraphik

Beriicksichtigt man die Deutung, so Hier gezeigt in LOGO, ebenso geht es mit Turtlegraphik in
kann man das Axiom in der Pascal.
Abbruchbedingung der Rekursion

wiedererkennen.
Axiom A PR teufel .n:a:b
Regeln A=} ABA ( wenn n=0 dannvw :ali 90 vw :b re 90
sonst ( teufel (:n-1) (:a/3) (:b/2)
Der Baustein B tritt als eigene teufelmitte (:n-1) (:a/3)
Prozedur auf. teufel (:n-1) (:a/3) (:b/2) ))
B-» BBB ENDE
PR teufelmitte :n :a
Deutung A=F+V- ( wenn :n=0 dann vw :a vw :a vw :a
B=FFF sonst ( teufelmitte (:n-1) (:a/3) teufelmitte ('n-1) (:a/3)
+=90° links  -= 90° rechts teufelmitte (:n-1) (:a/3) ))
F und V erscheinen als vorwdrts- ENDE

Befehle mit Schrittweiten a bzw. b

Fazit: L-Systeme lassen sich in rekursive Weg-Prozeduren {ibersetzen.
Hier ist dies fiir ein Beispiel ohne Knoten gezeigt. In Pascal lassen sich auch die Knoten cinfach rekursiv
verwalten. In LOGOQ ist es verniinftig, eine dynamische Liste fiir die Knotenkoordinaten zu erdffnen.

Die naheliegende Versuch, das Lindenmayerwort wirklich zu bilden, stoBt leider sehr schnell an die
Grenzen der Speichermoglichkeiten. Man muf3 es wihrend seiner Bildung sofort "abarbeiten”. vis i ratisa
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Im Folgenden sind F und V verschiedene Weglingen, +/-
bzw. L/R verschiedene Winkelpaare, r der Stauchfaktor.
Aus dem Axiom entsteht unter Verwendung der Bausteine A
und B aufgrund der Ersetzungsregeln Stufe fiir Stufe ein
immer lingeres Wort. Dieses wird "gelesen" und in
Zeichenbefehle (Turlegraphik) umgesetzt.

Die linke einfarbige Dolde hat das Axiom A.
Bausteine A=V | B=F. +/-=35°, 1/R=48° 1=0.43
Regeln: F =0 F, A =5 A(LA)-A(RA)+B

B = B+(B)R(B)-(B)LB

Die obere farbige Dolde hat das Axiom A(+B)R(2B)-(B4)L.
Die Zahlen bewirken die Umschaltung der Zeichenstififarbe.
Bausteine A=5V2, B=F. +/-=42°, L/R=48° r=0.43
Regeln: F =0 F | A = A(LA)-ARA)B

B = B+(3B4)R(B)-(6B2)LB

Dateinamen: doldlinl.wpg....doldlin3.wpg. doldlinv.wpg. im Prog: dolde
rechte Spalte doldlindr.wpg doldlinx.wpg. Im Programm dolde2f

Dieser Text: doldlin.txt.

Alle Zecihnungen beruhen auf dem Progamm LINDE © Ha9%4




Wegfraktale  Drachenkurve
Prof. Dr. Dorte Haftendorn A A AT T U T e AR

5. Nov. 96, Apr.2005

Die Drachenkurve entsteht durch fortgesetzies Papierfalten , wenn man
einen langen Streifen Papier immer links tiber rechts faltet, dann jeden Knick
rechtwinklig hinstellt und von oben betrachtet. Beim handwerklichen Falten
verliert man schon bald die Ubersicht, aber auf Karopapier kann man gewisse

Drachen Stufe 0O GesetzmaBigkeiten entdecken.
} s . // Schreibt man
N | 7 7 Linksknicks als 1
7 und Rechtsknicks
Drachen Stufe 1 Drachen Stufe 2 Drachen Stufe 3 als 0,
ey , - so ergeben sich
; L i j 4
| i i I ] nacheinander
L
i , i
N B ] 0,
o L] 100
Ll '
1100100,
Drachen Stufe 6 110110001100100,

101100111001000110110001100100

u.s.w., Zahlen, die man ganz leicht immer weiter
" | schreiben kann. Die entstehenden Zahlen lassen
sich als Dualzahlen interpretieren.

Dann konvergieren Sie gegen die sogenannte

9 Papierfaltungszahl.

{ Manchmal wird die in Stufe 15 annihernd

abgebildete Grenzfigur der Drachen genannt,
ihr Rand ist dann die Drachenkurve.

Drachen Stufe

Man kann auch mit Varianten herum probieren.
Nimmt man Stufe 2 als Initiator und Stufe 3 als
| Generator, so erhalt man den Zwillingsdrachen,

dessen Rand eine Kochkurven-Variante mit dem
Generator +F--FF++F- ist (+=45").

{Prachen Stufe 11 Drachen Stufe 13

In dem Buch “Dino-Park” von Chrichton, das als
“Jurassic Park” verfilmt worden ist, werden die
Kapitel mit den Stufen des Drachenfraktals

Drachen Stufe 14 |{Prachen Stufe 15 eingeleitet.
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? |

L

-

Als Lindenmayersystem wird der Drachen so

beschrieben: Drachen 1 100 und
Axiom FB Drachen2 100
Regeln F-> (Nichts) /

A>-FA++FB- yd

B>+FA--FB+ /

Die Bausteine A und B sind leer.

Die Ubersetzung in Logo geht direkt.
(Winlogo, Otte/ Dummlers)

In anderen Logoversionen etwas andere Syntax.

PR aaa :n :xPR

wenn :n=0 dann rk

re45 fifn-1:x aaa(n-1) x*r
li 4511 45 fif :n-1 :x bbb :n-1 x*r
re 45

ENDE

PR bbb :n :x

wenn :n=0 dann 1k

i 45 fif :n-1 :x aaa :n-1 :x*r

re 45 re 45 it :n-1 :x bbb :n-1 x*:r

li 45 . |
PR it :n :x g{\g;‘? S RN
wenn :n=0 dann vw :x rk &8 N

ENDE

£
%x:‘

PR drachen :n :x Dargestellt sind oben die Stufen 6 und 7,
setze "r" 1/2*qw 2 dann 1 und 2 und unten 11.
wenn :n=0 dann fif :n :x 1k Alle in LOGO mit Linge 100
bbb :n :x
ENDE
PR Sta r_t Dies ist drachen-logowpd
bild punkt 100 100 re 90 vi
ENDE
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elle dir es o 11 o Or ) s
Stelle dir eine geometrische Figur voi MaB Streckfaldor ial

und strecke sie dann mit dem alt neu
Streckfaktor k. Linie  Lange E
E = A% ~ me@
el i = _,
Lo ] Yew Tal k
Hast du die vorher die Lange L, alt
gemessen, so hat deine Figur nachher o o . A .
die k-fache Lange. Fliiche Flacheninhalt e Fﬁ; Fa«k k
. L . . ne
Die rechte Abbildung zeigt dir, dass Eait
aber der Flacheninhalt k* -fach so groB3 ,
wird, das Volumen wird sogar k* -fach Kémper Vohmen L V=V k3
s0 groB. v new  alt
Man sagt: alt ,
Eine Linie hat die Dimension 1.
FEine Flache hat die Dimension 2.
Fraal  Mab, [ F] <o [ v2F |Map - Mag O
Ein Kérper hat die Dimension 3. alt 1~ R et s ©
Streckfaktor

Wenn wir Lange, Flacheninhalt, Volumen... als MaB8 bezeichnen, so gilt offenbar:

Die “selbstidhnlichen” Fraktale haben nun die merkwitrdige Eigenschaft, dass sie sich beim Strecken weder wie
Linien, noch wie Flachen, noch wie Korper verhalten. Man muss bei ihnen zulassen, dass die Dimension nicht
notwendigerweise ganze Zahl ist. Sie kann also eine Bruchzahl oder eine beliebige Kommazahl sein. Weil
"fractum" (lat.) gebrochen, bzw. "fraction" (engl.) Bruch heiB3t, nennt man diese geometrischen Gebilde

Fraktale.

Nicht genug, dass die Fraktale eine Erweiterung des Dimensionsbegriffes erfordern, es sind, je nach Art des
oben genannten MaBes auch noch verschledene "Dimensionen" fiir ein Fraktal sinnvoll.

Wir werden die "'¢ Hebheiisdioe "+ und die “Boxdimension” I} genauer kennenlernen. Den
Begriindungen sind eigene Selten gew1dmet

Die Zahlen ¢ ¢ el

Bei selbstiihnlichen Fraktalen, die sich nicht selbst iiberschneiden, gilt: d =D.

¢ bestimmt man durch Nachdenken Gber Bausteinzahl z und Streckfaktor k (s.u.).

Dann rechnet man aus: d= d ist nur bei selbstdhnlichen Figuren sinnvoll.

logk
B bestimmt man durch Messungen von Fraktalen, die mit verschiedenen Box-Gittern gerastert sind. Bei jeder
geometrischen Figur, d.h. auch bei jedem Fraktal, kann man D wenigstens niherungsweise bestimmen.(s.u).
Die Boxdimension ist vor allem fiir die Anwendung des Fraktalbegriffs in den Naturwissenschaften und der
Medizin wichtig und sinnvoll.



Gmm ubgrs@gang am Nikol aushau%
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Das 1st das Haus

vom Nikolaus.

Es hat eine Weglange von etwa 17 cm,
einen Flacheninhalt von 5 cm?.

Das sind drei Hauser

vom Nikolaus.

Sie sind untereinander kongruent.

Sie haben eine Weglange von etwa 3 mal 17 cm, also 51 em,
und einen Flacheninhalt von 3+5 cm?.

Dassind z=9 Haiuser

vom Nikolaus.

Sie sind untereinander kongruent.

Sie haben eine Weglinge von etwa z°17 cm, also 153 cm,
und einen Flicheninhalt von z*5 cm? also 45 cm?.

z Hiuser haben z-fache Linge
z-fache Flache
z-faches Volumen

Das 1st das dreifach so breite Haus

vom Nikolaus.

Es ist den kleinen Hausern dhnlich, Streckfaktor k=3.

Es hat eine Weglange von etwa k 17 cm, also 51 cm,
eine Breite von k2 cm, also 6 cm

und einen Flicheninhalt von k25 cm? also 45 cm?.

Auf das k-fache gestreckte Hauser haben
k-fache Linge

k2-fache Fliache
k3 faches Volumen

Das Zwelgfraktal besteht aus z=5 kleinen Zwelgen Teder hat das Mab M,\lem
Das ganze Zweigfraktal hat daher das Mafi 5- M, .

Das Zweigfraktal entsteht aus einem kleinen Zweig durch Streckung mit dem Faktor k=3. jﬁf
Das ganze Zweigfraktal hat daher das Maf} . ) }:,,:%A, .
M M g 73 s e e , I

3 © M., wenn das Maf3 eine Léange ist. S e,

. . s R SR G SO S
3%+ M., , wenn das Mal3 eine Flache ist. W O =
3% M,,, ., wenn das MaB ein Volumen ist. }\:\‘f\\«

3 "gl‘;;‘"

Keine der Gleichungen 5=3, 5=32, 5=3® istrichtig,
Daher ist das fur Fraktale sinnvolle MaBl weder Lange, noch Fliache, noch Volumen.

Erfiillbar und sinnvoll ist hochstens die Gleichung 7 - Maf i, =K 4. Mapyinalsoz =k d ,
log z
logk

_ Dabeiist d die fraktale Dimension cines selbstahnlichen

umgeformt: d =

Fraktals.
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Prof. Dr. Dorte Ha;ﬁendom )

Ein Fraktal wird "streng seﬁbsmhmémh" geﬂannt wenn es aus glelcheﬂ Baustemen beste t, dle
bet passender Vergroflerung genau wie das ganze Fraktal aussehen.

Leider kann man nie ein Fraktal genau zeichnen, sondern immer nur in "Stufen”. Oft kann man
ab der 3. Stufe schon sehen und iiberlegen wie es weitergeht, wenn die Stufenzahl immer mehr
erhoht wird. Die "Kochkurve" ist in
dieser Hinsicht schon Gbersichtlich.

7= 4 Bausteine

k=3

] o o £ o y
Fuy 4as LIgNZEe

Wenn also z Bausteine das ganze Fraktal bilden und jeder Baustein, gestreckt mit
dem Faktor k, ebenfalls das ganze Fraktal bildet, dann muss man ein MaB, das
diese Abbildung "mitmacht", auf zweierlei Arten berechnen kénnen:

d d
Map, ., = Map -z wnd Map,,,, = Map  -k" ,alsoMap -z = Map,y -k

, log z
und es folgt : z = k" . Dann ergibt sich == = || Dabei kann log jeder Logarithmus sein.
log k
: log 4
Fiir die Kochkurve errechnet man nun: d = =1,26... als
log 3
Selbstahnlichkeits-Dimension. Ubung: Bestimme unten d, wenn es geht.

-

‘suche in den fﬂtgmdets Frakta%en g}@,%@z’gde Bamzemﬁ f»x%ime sie fabag} gin.

g

; ]
T A o B
,ﬁé} o, 55, w250 e 55 5
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Prof. Dr. Dorte Haftendorn v v un e

Frakial derselben Stufe wie im mittleren Bild.
Gezeichnet mit weitem Raster. ; “—E
Eswerden m ., Kistchen getroffen. T

Ausgaﬁgsbﬂdi, enges Raster
Es werden m,,, Kastchen getroffen. Te 3
Uberlegung: In dem dicken Rahmen rechts unten
werden von dem Baustein genau so viele ExEEasv:smaas
Kaistchen getroffen, wie im untersten Bild, denn !
das ist eine wirkliche AusschnittvergréBerung. Die
Anzahl sei m .

Die gestrichelten Kasten zeigen, dass sicher gilt:

Mopg > (3+\/§)mbau >3-my,,

-

H-1E

VENRBR

ot
o]
451

P AR

3 hy
¥

-

Dies ist also eine wirkliche AusschnittvergroBe- ! 3
rung des dariiber dick eingerahmten Bausteins.
Sie ist daher nicht so fein untergliedert wie
Fraktal derselben Stufe wie das Fraktal in der
Mitte. (Die Stufe ist um 1 )
geringer.) Bei einem wahren (idealen) Fraktal ist b )
aber so eine Ausschnittvergroferung wieder
genauso wie das wahre Fraktal.

Dem kommt die oberste Zeichnung néiher, obwohl

dort das Fraktal feiner gezeichnet ist, gilt etwa My, = M,y

i

ke

Zusammen gilt sicher deutlich: 7 eng > Myeir -3=m,,,; -k . Also ist die Kochkurve

keine normale Linie.

D .
Fur das wahre Fraktal ist dann die Gleichung| Mepg = Mypjs * k sinnvoll, und der

Exponent D heiflt Boxdimension des Fraktals.

Bei der Kochkurve und anderen iiberschneidungsfreien Fraktalen stimmt die Boxdimension D mit
der Selbstahnlichkeitsdimension d iiberein. Das kann man sich plausibel machen, Beweise gehen
auf die Hausdorff -Dimension zuriick. Im Uberschneidungsfall ist D < d. Damit ist die
Boxdimension eher als die Selbstihnlichkeitsdimension geeignet, das duBlere Erscheinungsbild
der fraktalen Figur zu beschreiben. Bei 1 <D <2 ist das Fraktal umso liniendhnlicher je dichter
D an 1 liegt, und umso flichiger, je dichter D an 2 ist. Mit rdumlichen Gittern kann man auch
Boxdimensionen von fraktalen Korpern (Schwimmen, Riffen, Wolken, Baumkronen, Lungen,..)
bestimmen.
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?ror Dr. Dérte Haftendorn . 1992 Apf 20(}5

uemessen wxrd bei einer bestlm_mten Gltterwelte

w die Zahl m der Kistchen, die vom Frakial
getroffen werden. Es gilt die GesetzmaBigkeit

. D
%mg = %w@?z - &7 Hat man mehr

als zwei Messungen, so ist es sinnvoll, sie
gemeinsam graphisch auszuwerten. Dazu
braucht man eine BezugsgroBe g, interpretierbar
als Pixelbreite des Fraktals.

Aus dem Bild rechts ist (mit Operatoren) direkt
ablesbar:

E=Fk . 1 - g_wweitzwwa‘t
kweit weng g wenzg
E \D
- .| Teng
meng =mey (k" ]
weit
meng _ mweit ]. _ . . . . . .
also = = — = 1 Die beiden Finsen in dem Bruch beziehen sich darauf, dass

kengD kweitD 1
man als weites Raster auch den unteren Kasten nehmen kann. Ein Kasten, der von dem Fraktal getroffen
wird, Streckfaktor 1 auf sich selbst.
Damit ist die Kennzeichnung von eng und weif unnétig geworden. Der Streckfaktor von der
g D
w

Dies ist in doppelt-logarithmischer Auftragung eine Ursprungsgerade. Die Gleichung ist aber
streng genommen nur richtig flir m —> « bei dem wahren Fraktal. Es zeigt sich auch, dass
wirklich erzeugte Messpunkte zwar mit erfreulicher Genauigkeit in doppelt-logarithmischer
Darstellung auf einer Geraden liegen, jedoch nicht auf einer Ursprungsgeraden. Dieses Verhalten
kann man erklaren und merkt dabei, dass die Steigung dieser Geraden aber weiterhin D ist.(s.u.}
Durchfiihrung der Messung:

® Zahle auf dem Blatt mit dem gerasterten Fraktal sorgfiltig, wie viele Kéastchen von dem

Fraktal "betreten" werden.

@ Bestimme eine Bezugsgrofe g . Eins der Raster mit Weite W sei K Kastchen breit. Dann ist g=K * W.
@ Lege eine Tabelle an:

Rasterweite auf die ganze Weite g sei nun & .. Dann gilt: M1 = k L

1 2 3 4 5
Weite g/Weite Log(g/Weite) m Logm
36 630/36=17,5 1,243 9% 1,9822

Weiterfilhren fiir alle Messungen an diesem Fraktal
Trage die Wertepaare aus den Spalten 3 und 5 in einem Koordinatensystem ein.
Lege mit Augenmal eine Ausgleichsgerade durch die Punkte. Bestimme ihre Steigung
durch Einzeichnung eines Steigungsdreiecks.
Die Steigung ist der gesuchte Messwert fiir die Boxdimension des Fraktals.
Grenzen des Verfahrens: a) Die Gitterweite muss deutlich kleiner als das Fraktal, aber
groBer als die kleinste Schrittweite des Fraktals bei dieser Stufe sein.
b) Gezeichnet ist nie das wahre Fraktal, sondern eine Stufe. Diese muss schon
wesentliche Merkmale des wahren Fraktals aufweisen.
c) Die zufillige Lage des Fraktals im Raster erzeugt Schwankungen der Messpunkie.

Qe e



rral - Messung der B@xdam@mz@f durch v@rglemn zweier Bilder /.~
Prof. Dr. Dorte Haﬁcndom Hi-lgol 1992, Apr. 2005

Hat man nur zwei gera.sterte Fraktalbllder so lohnt sich die Gganthmische Auﬁraguncr nicht. Die

Boxdimension D lasst sich aus der (gedachten) Steigung bestimmen, die dann mit folgender
Formel zu berechnen ist:

k = Streckfaktor von kleinen Gitterkaro auf das groBe Gitterkaro "
m= Anzahi d@r getroffenen Kams im engen Gmer L]

logm - logn
log k

logm - logmn _log 434 - log 60
log k log 4

Die Selbstahnlichkeitsdimension ist in diesem Fall:
logz log s

d= 8% =982 _ 146
log k/ log3

Boxdimension D =

= 1,43.
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Nikolaus Zihle, wieviele Karos von der Linie getroffen werden. Bestimmung der Boxdimension Ha 95
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GesamtmaB: K =35 W = 18 g = 630
Outf66] MatrixForm =
! )z,]e‘ D 24 g
13.125 19.6875 26.25 42.
61. 94 . 122. 214.
1.1181 1.29419 1.41913 1.62325
1.78533 1.97313 2.08636 2.33041
Out{67]+

0.584065 + 1.07045 x

Die Steigung dieser Geraden ist eine Niiherung fiir die Boxdimension.

Seite 1 Logadat4 Sa Okt 14 1995

Dr. Dérte Haftendom
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Fliache Zihle, wieviele Karos von der Flache getroffen werden. Bestimmung der Boxdimension Ha 95



T Raite 32 - 0" — — [udlﬂﬂllnmlﬂmnlual p L1 ) T
‘L' i —h \ 3 ﬂ \ 2
Ul c O
T 2 u\\\ A f\v \\\\ N Il u‘\\ ) .Vh\\
i - SV vl U° /AW NN/ BN AD £ AV
. { _M\b N.\\X Py o \-11\\ VW o m\&.\:\
/m H\thl\ L / / s a i)
— } M\\ } rD NmW\\C - \r\'\‘\\ - —] | M\ Va4 ol W\\N\/{ﬂ - n\AxA e o
i LAY B Enel N/IIEAzamvAT = ST
] N AFE RS | NRA ARy S e eI S Ml
IS e ey e i (V4B LIS L ot Y P
RN = e 4 / R A - a2 2y
A B S S SLNEEYAY.
O TISSSEEe S e e e e s
L ——
L Ly /714/ JJ/\! i~ T REAS
| i 7%%, ~ AN
. f » o
SEEEELNS: =S
] | =14]
T Heste & TO e 15
1 - t /
% LA
: _ AW AN 7 L I ; 7
N T A AN NN { Hor At
N ) 2 0 F 1 ( ! i
% ! i Ny N A T L ]
* 0 A T YL A e,
- TaRpRgE St £ A au @ e =
)= - = = 1 -l f Vi r
)} /. LA L‘\ St <= — \nl - 10 _f \ \mf‘ \\ ﬂ.m .\Am < .Hrl..l! -
ﬁ S 7 ST P2 A RN ™) A%
: P e A 2 o I P sy P . s T 2. = o P e O o e \ L
2 e S DS Bt A AN S SmE A A Az W#\ I+
ASRRRL RS e a=as e \“\ DA 225 A S B g S VP v ,\1\\\
I ¥ = B W ™ N S NS NS o i 2 9 ol 22
A M = NKT ~ BN - WS
2 S I N i N B A
s R s L
T O n3 N N
N j NI Y LA

Busch 4 Zihle, wieviele Karos von dem Fraktal getroffen werden. Bestimmung der Boxdimension Ha 95



xmax=60; ymax==800; name="Busch 4"

Achtung, bei Anderung der Daten hier Zeichenbereiche anpassen und Uberschrift dndern.
Inf40):

a . ',""" B
Lg[x__]:LOg[] O"X] !f/ A / ‘ .{I,‘v o s l/i:
Inf41): A R
, . ] '
dopLgDaten=N[Map[Lg,daten}] v
Out] 1)+
(11.29419, 2.19866), (1.41913, 2.39704), (1.54407, 2.61172},
(1.72016, 2.87795})
njs2) = )
dopLgPunkte=ListPlot[dopLgDaten] o ‘
e
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Ouif42]=

~-Graphics-—

Busch 4

3t

Ouitf46] -

~Graphics-

Inf47]; -

d=gerade[[2,1]];
a=Power[10,gerade[[l]] /d];
dprop=geradeprop|[ 1]
tkt=Power[a x,d]
ﬂctprop=Power[x,dprop]

3

Oui} 50l =

1.60197
1.34155 x

Outf51}=

1.68642
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a Y
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Outf404 2MatrixForm=
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8+ — =
e
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e
/ 142 1l4 1le
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Gesamtmall: K =35 W = 18 g = 630 Umrechnung k = 630: Weite
24 i8 12
250 409 755
26.25 35. 52.5
250. 409. 755.
1.41913 1.54407 1.72016
2.39794 2.61172 2.87795

0.127607 + 1.60187 x

Die Steigung dieser Geraden ist eine Niherung fiir die Boxdimension.
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MatrixForm[ {rohDaten,daten,dopLgDaten} ]

gerade
Out[787]=

Gesamtmafl: K =79 W

Quit[788] 7 MairixForm=

48
63

13.1667
63.

1.11948
1.79934

Out[789] =
0.20382

32
110

18.75
110.

1.29557
2.04139

1+ 1.42407

= 8 g =

24
169

26.3333
169.

1.42051
2.22789

632

16

302

39.5
302.

1.5966
2.48001

12
465

52.6667
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1.72154
2.66745
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Umrechnung k = 632: Weite

8
788

79.
788.

1.89763
2.89653
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Chaos und Fraktale ®l Rekursion [

Dr.Dérte Haftendorn Erste Erfahrungen 21 November 1996
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fi(x)=2x - 4 f2(x)=%x + 2 f}(x):~%x + 6

fi(x)=-x +8 f(x)=-2x + 12 fo(¥) = 2x (8 - x)

) =2x (8 -x)  [f(0)=21x(8 -x) |f(x)=1/(x) (8 - f(x))

Gezeichnet sind die Trigerfunktionen fur entsprechende rekursiv definierte Folgen.
Esgilt a,,, = f(a,). AlsStartwert a, kann jeder Wert genommen werden. In diesen Zeichnungen sollte

er zwischen O und 8 liegen.
Zeichnerisches Verfahren: Starte bei dem gewéhlten a,. Wiederhole oft:

senkrecht zur Kurve, waagerecht zur Winkelhalbierenden
Rechnerisches Verfahren: Starte bei dem gewdéhlten a,. Berechne a mit der Formel, notiere und

speichere a, . Berechne a,mit der Formel, notiere und speichere a,. Und so weiter.
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L haos ung fraktiaie Rekursion

Dr Dorte Haftendorn Erste Erfahrungen, Losungen 21 Novenmber 1996
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Gah(@)=2a,-4  \a =fi(a)=1a,+2 |a,Hf(a)=-;a,+6
an*l:‘f;‘(an) =T an +8 an'f-lz-fS(an) = —Zarl + 12 arz+1:f6(an) = éan (8 - an)
a,.<f(a,) = %an(S -a,) aml:fs(an) = %an( 8-a,) a,.=fo(a,) = %j”()(an)(S -fila,))

{{f1, {3.9,38,3.6,32,2.4,08,-24, -8.8}},
{2, {0.1, 2.05, 3.025, 3.5125, 3.75625, 3.87812, 3.93906, 3.96953}},
{3, {0.1, 5.95, 3.025, 4.4875, 3.75625, 4.12187, 3.93906, 4.03047}},
{4, {0.1,7.9,0.1,7.9,0.1,7.9,0.1, 7.9}},
{£5,{3.9,42,36,48,24,72, 2.4, 16.8}},
{f6, {0.1, 0.395, 1.50199, 4.87997, 7.61283, 1.47373, 4.80899, 7.67277}},
{£7, {0.1, 0.263333, 0.679107, 1.65722, 3.5038, 5.25126, 4.81145, 5.11385}},
{18, {0.1, 0.1975, 0.385248, 0.733393, 1.33232, 2.22087, 3.20867, 3.84345}},
{9, {0.1, 1.50199, 7.61283, 4.80899, 1.25538, 7.97273, 0.428873, 5.17619}}}



Analysis und Sek | “Wachstum” i@@ SEIS@E‘@% @am@%é

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Uni Lineburg, v o] : ; 5. Juli 2004

' 2
Vorrat frEIEr Punkte
&

;{@ x1 }(2 3{3

--Trégerfunktion -
feo=a"{(g+iig -
passt zu
delta x=q"x*(g-x)
g=Grenze (rechter Fixpunkt)
Bedingung fiir "beschrankt":
q'g<3 |
Bedingung fur Konvergenz
O<=qg<=2 Fuar

qa'y

2.8 v i g i Y
, @ -

Nutzen dieser Euklid-Dynageo-Datei:

Erklarung der Treppchendarsteliung (Spinnweb~).

Erkundung der Wirkung von g bei festem g.

Erkundung der Wirkung von g bei festem q.

Bestatigung der links unten genannten Bedingungen fir gg.
Uberlegungen warum die Konvergenzbedingung so sein muss.

In Analysis kann diese Bedingung errechnet werden.
Uberlegungen warum die Beschranktheitsbedingung so sein muss.
Diese Bedingung kann auch in der Sek | errechnet werden. Ebenso die folgenden B.)
Erkundung einer Bedingung fur monotones Wachstum der Folge.
Erkundung, wann die Folge gegen 0 strebt.

STIOoMmMMmMUOoOw

Hinweise:

zu A) Wéhle am x-Regler einen Startwert, hier 2, setze den freien Punkt x0 auf x_.(* Verfolge die
Striche zur Funktion, zur y-Achse, die graphische Spiegelung an der Wh, setze dort x1 hin. Setze
mit dem Regler x- auf x1.*) Wiederhole(*....*) mit x2,x3 ...

zu E) Die Steigung im Fixpunkt muss betragsmanig kleiner 1 sein (siehe Vorilbungen mit Geraden).

zu F) Die Ableitung der Tragerfunktion ist an der Stelle g auf -1 zu setzen. Daraus ist qg zu
bestimmen.

zu G) Der Bereich (grin) ist durch die Nullstelle bestimmt, Wenn der Scheitel der Parabel oben
hinauswandert, kommen Folgenglieder zustande, die auf der x-Achse rechts von der Nullstelle
liegen. Dann wird der nachtse Wert negativ und die Folge strebt gegen -unendlich

zu H) Die Nullstelle ist bei g+1/q und die Scheitelstelle auf der Halfte. Der Scheitelwert muss
kleiner als g+1/q sein.

zu |) Die Folge wéchst ausschlieBBlich, wenn die Steigung in G nicht negativ ist.

zu J) Die Folge stebt gegen 0, wenn g<=0 ist.



Pozlysis . Allgemeines zur R@kummg Fragen zur logistischen Parabel
me Da‘ Dorte Haﬂendorn Um Luneburg s luenebore defnathe-del ‘1997 Apr. 2004

Definition: Eine E@lg@ heiBt
streng rekursiv,
wenn a, = f(a,_y) gilt

a ist Fixpunkt, wenn gilt a=f{a)

J soll sonst nur Konstanten enthalten.
Jedes gegebene a, definiert

zusammen mit der rekursiven Formel
eine neue Folge. Dann gibt es die unklarer Art, wenn gilt | f'(a)] =

Trigerfunktion f der Folge, deren abstoBend, wenn gilt | f'(a)|>1
Funktionsterm durch Einsetzen von x anstelle

Der Fixpunkt a ist
anziehend, wenn gilt | f e(ﬁ}| <1

der Folgenglieder entsteht.

Beispiel Logistische Parabel
a, =r-a,_j-(1-a,_q) hat die Tragerfunktion f(x)=r-x-(1- x)

Sei r>0. Wichtig ist das Intervall [0,1]. Startwerte sollen in diesem Intervall liegen.
Fragen:
® Welche Fixpunkte hat {a }?

@ Welche Steigung hat f. in den Fixpunkten?
@ Fiir welche r gibt es zwei / einen / keinen anziechenden Fixpunkt im Intervall [0,1]?

@ Fiir welches r hat die Parabel den maximalen Wert 1? Was bedeutet es fiir die Folge,
wenn r noch grofler wird?

® gmit g(x) = f (f(x)) =(f ® f)(x)heiBt die zweifach Iterierte von f.
Welches ist die zweifach Iterierte der logistischen Parabel, welchen Graphen hat sie?
(Z.B. fiir r=3,5) Untersuchen Sie méglichst mit CAS, (Computer-Algebra-System oder

Graphikzeichner), welche Wirkung r auf die zweifach Iterierte hat und tiberlegen Sie,
was das fiir die Folgen bedeutet.

Weitere Beispiele lassen sich leicht finden, Man braucht lediglich eine von einem
Parameter abhangige Kurvenschar, die fiir irgendwelche Parameterwerte die
Winkelhalbierende schneidet. Wenn dann die Steigung im Schnittpunkt sowohl Werte
annimmt, die betragsmiBig kleiner 1 sind, als auch solche, die betragsmiBig groBer als 1
sind, dann gibt es alle an der logistischen Parabel beobachteten Phéanomene,
insbesondere auch ein Attraktor-Diagramm (=Feigenbaum-Diagramm) mit
Bifurkationskaskade. Das beste schulgemiBe Werkzeug hierfiir ist Turboplot

www turboplot.de |, beschrieben auch in www.uni-lueneburg. de/mathe-lelramt.
Insbesondere konnen Lemende selbst solche Kurven erfinden und erkunden.
Besonders einfach sind Parabelscharen, aber auch Heron-Verfahren, rekursiv formulierte
Schnittprobleme wie X =7 - cos(X) u.s.w.




Prof. Dr. Dorte Haftendorn

Logistische Parabel
Ay =78y y-(1-a,_1)
S(x)y=r-x-(1-x)

S ist die Tragerfunktion fiir die rekursive
Folge g, .

Die logistische Gleichung beschreibt
viele Vorgénge in Natur und Technik.
Insbesondere in der Biologie kann man

a,, deuten als Bevolkerungszahl z B. einer
Mausepopulation in einem begrenzten
Lebensraum. Der Parameter r ist dann aus
Geburten- und Sterberate zusammen-
gesetzt, mit m ist die Zyklus-Zeit, etwa
Wochen, gemeint. Die logistische Glei-
chung sagt dann aus, dass die Bevolke-
rungszahl proportional ist zum Produkt
aus (momentaner) Bevolkerungszahl und
“Abstand” von der Bevilkerungsgrenze.

Wie sich die Folge verhilt, wird rechts auf
zwei Arten dargestellt. Links ist @, tiber

a, , aufgetragen. Man nennt die
Darstellung auch Spinnwebverfahren,
Web-Darstellung, Phasendiagramm.

Man startet bei beliebigem a, und
zeichnet immer abwechselnd senkrecht
zur Kurve und waagerecht zur Winkel-
halbierenden.

Rechts sind die so zustandegekommenen
Bevolkerungszahlen iber der Zeit n
aufgetragen.

Das Verhalten der Folge wird im
Wesentlichen von dem Parameter r
beeinflusst.

Fur 0<r<1 konvergiert die Folge gegen 0.
Fur 1<r<3 konvergiert die Folge gegen
den rechten Schnittpunkt mit der Winkel-
halbierenden. Er ist dann anziehender
Fixpunkt. Das ist er namlich genau so-
lange, wie die Steigung von f im
Schnittpunkt betragsmiBig kleiner ist als
1. Furr<1 schneidet die Parabel rechts nicht.

Far 3<r treten zuerst mehrere
Haufungspunkte auf, ab r=3,57 verhalt
sich die Folge chaotisch.

e L@gégﬁgﬁhﬁ Parabel zwei Rekursionsdaréteiluﬁg@n

~Nov. 1996, Apr. 2005
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Rekursive Folgen eispiel enundungsaurgabe

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Uni Lineburg | Sl B : 27 Aprit 2003
f(x)=—a(x-2)" +4 | =)

Suchen Sie die gezeigten Eigenschaften
zu beschreiben und

mit Zahlen zu versehen.

Erkunden Sie in Turboplot,

rechnen Sie, was Sie kdnnen auch genau aus. Abbildung 1

Abbildung 2

Abbildung 3

i

Abbildung 5



Feigenbaum-Szenario bei der logistischen Parabel
. hede 21 Nov.1996, Apr. 05

Prof. Dr. Dérte Haftendomn

Das Feigenbaum-Szenario |
wurde von Mitchel Feigenbaum in den {icemomemrrn T T

3% xas T BT B

70-iger Jahren zuerst untersucht. 3 BeBaRbe i o A
Auf der Hochachse ist von oben nach } |
unten der Parameter r fiir die logistische
Gleichung in einem vorher gewihlien
Bereich aufgetragen. Die Rechtsachse hat
x-Werte zwischen 0 und 1. Lo I
Fur jedes r aus dem Bereich entsteht eine . .y
Pixelzeile des Bildes. Es werden 100
Iterationen “m Dunkeln” gerechnet, fiir
die néachsten 100 Iterationen wird ein
Punkt in die Zeile gezeichnet. Wenn die
Folge fiir dieses r konvergiert, sieht man
nur das 200ste Pixel. e < rersrgi - e wrsar e

b 2o o 2060
BY BmBRT A iy

Beim oberen Bild geht r von 2,9 (oben) 3748363508058 00
bis 4 (unten). Bei r=3 tritt die erste
Bifurkation auf. Man sieht fiir die nun
folgenden r das 199ste und 200ste Pixel.

Es liegen zwei Haufungswerte vor, bis r
auf 3,449489... angewachsen ist.

Diesen genauen Wert fiir r kann man aus
den Schnitt-Steigungen der 2. Iterierten
von f gewinnen.

Es folgt eine Bifurkationskaskade, das
Verhiltnis der r-Abstinde konvergiert |
gegen eine mathematische universelle
Konstante, die Feigenbaum-Konstante
0=4,6692016091.... Erimme
Der Eintritt ins Chaos erfolgt bei S
r=3,5699456... Das ist hier daran
sichtbar, dass die gezeichneten Pixel von
Nr. 101 bis 200 als breites Band sichtbar
werden.

In dem chaotischen Bereich gibt es aber
immer wieder Inseln der Ruhe. In ihnen
sind zundchst wieder wenige
Haufungspunkte zu sehen. Deren Zahl ist
nun aber keine reine Zweierpotenz mehr.
Dann folgt wieder eine Bifurka- |-
tionskaskade und erneuter Eintritt ins
Chaos.

Mathematisches Chaos ist gekennzeichnet durch Sensitivitiit in den Anfangsbedingungen: Zwei
beliebig dicht startende Punkte konnen im betrachteten Bereich beliebig weit auseinander wandern.
Mathematisches Chaos hat die Mischungseigenschaft: Zu zwei beliebigen offenen Intervalin Tund J kann
man in J Punkte finden, die in I gestartet sind.

In mathematischem Chaos gibt es periodische Punkte und die “liegen dicht”. Diese Eigenschaft ist mit
Computern nicht zu priifen. Sie geht in der Rechenungenauigkeit unter.
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Aufgabe 3 zur Rekursion
F(x)=—r(x—2)%+3 1

Dies ist die Tragerfunktion einer rekursiv gegebenen 24

Folge. Oben sind die Graphen fur r=1, r=0,5, rechts r=2.
a) Notieren Sie die Rekusionsformel far a, .
Berechnen Sie fur r=1 und den Startwert ag=1 drei
Folgenglieder und verfolgen Sie diese graphisch

im linken oberen Bild.

b) Entscheiden Sie welche Fixpunkte anziehend und
welche abstofRend sind (nach Sicht und -1+
dranschreiben). Berechnen Sie bei einem der
Beispiele die Fixpunkte und entscheiden Sie die
vorige Frage rechnerisch.

c) Markieren Sie beim rechten oberen Graphen auf )
der x-Achse Bereiche fur Startwerte: =T

a. bei denen die Folge sicher konvergiert
b. bei denen die Folge sicher divergiert -4
Markieren Sie die Tefferfalle.

d) d) Markieren Sie beim rechten und beim =1
obereb linken Graphen auf der x-Achse je zwei i F
Bereiche fur Startwerte:

a. bei denen die Folge unklares Verhalten zeigt, Chaosbereich.
b. bei denen die Folge gegen unendlich strebt.

e) Erlautern Sie, wie das Feigenbaumdiagramm (rechts)
zustande kommt Wie hangt die erste Bifurkation mit »
|hren obigen Betrachtungen zusammen? \‘{




Rekursion Aufgabenblatt Thema: Parabeln Ha s

Welche der folgenden Parabeln 1st hier gezeichnet ?

A flx)y = 1+ %(x - D (x -3 B: Flx) = % (x -~ D) (x - 2) + 1
C: _f(x):xz—%x+2 D f((x):xz—%x+§-

Welche Rekursionsformel gehort zu dem von dir gewahlten Funktionsterm?

Startwert 1st x =0,2 . Berechne 5 Werte.

Wihle andere Startwerte, auch auBerhalb des hier gezeichneten Bereichs. Berechne und
zeichne, wie die Folge sich verhilt. Zeichne dazu die Parabel ins Heft.

Schneidet der Graph weiter rechts noch einmal die Winkethalbierende? Wenn ja: wo?
Wenn nein: warum?

1.75 AN | v

N

N

0.75 i
I
|
0.5l 1
0.25
0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75

Dies ist mathe'rekupara.afg




Rekursion Aufgabenblatt Allerlei Parabeln | Ha 95
Aufgabe 1 Gegebenist die Parabel  p ( x ) =(x-235 )' + 1,75

a) Zeichne die Parabel .

b) Sie ist Tragerfunktion der Folge x, mit X = = { x an 2.5 ) 75

¢) Welche Folge ergibt sich, wenn man mit x, = 1,5 startet? (6 Werte mind.)

d) Bestimme die Fixpunkte der Folge. Welcher ist abstoB3end, welcher anziehend?

e) Fur welche Startwerte gelangt man zum anziehenden Fixpunkt?

f) Fur welche Startwerte gelangt man zum abstof3enden Fixpunkt?

g) Fur welche Startwerte strebt die Folge ins Unendliche?

h) Gibt es Startwerte, bei denen sich das Verhalten der Folge nicht entscheiden 1aBt?

, 1
Aufgabe 2 Gegeben ist die Parabel px) = Z (x -3 )2 + 2
a) Zeichne die Parabel .
1
b) Sie ist Tragerfunktion der Folge x, mit X = —(x, -5 )2 + 2

nen 4 all

¢) Welche Folge ergibt sich, wenn man mit x, = 10 startet? (8 Werte mind.)

d) Bestimme die Fixpunkte der Folge. Welcher ist abstoflend, welcher anziehend?
e) Fur welche Startwerte gelangt man zum anziehenden Fixpunkt?

f) Far welche Startwerte gelangt man zum abstoBBenden Fixpunkt?

g) Fur welche Startwerte strebt die Folge ins Unendliche?
h) Gibt es Startwerte, bei denen sithggs‘y:arhalten der Fol

ge nicht entscheiden

Aufgabe 3 Gegeben ist die Parabel ( X )

a) Zeichne die Parabel .
3.3

b) Sie ist Trégerfunktion der Folge x, mit X _ = 4 X, ( 4 - xa][)
¢) Welche Folge ergibt sich, wenn man mit x, =1 startet? (10 Werte mind.)

d) Bestimme die Fixpunkte der Folge. Welcher ist abstoflend, welcher anziehend?

e) Fir welche Startwerte gelangt man zum anziehenden bzw. absto3enden Fixpunkt?
g) Fur welche Startwerte strebt die Folge ins Unendliche?

h) Gibt es Startwerte, bei denen sich das Verhalten der Folge nicht entscheiden 148t?
i) Fillt dir ein besonderes Verhalten auf ? Was ist, wenn du statt 3,3 3,8 schreibst?

n ganz andere Zahlen an diese Stelle Schre1ti

Aufgabe 4 Gegeben sind viele Parabeln  p . (x) = x?+c , fuir jedes c eine andere.

a) Zeichne in verschiedenen Farben mehrere von ihnen ein.
Fur welche c existert ein anziehender Fixpunkt?

Marldere diese c auf der y-Achse in dickem Schwarz.
Spiegelst du dieses Stiick an der Winkelhalbierenden, so hast
du gerade ein Stick aus dem dicken Bauch des "Apfelmannchens”
gezeichnet. Es ist das Stiick auf der Symmetrieachse vom Hals bisgg
rechts das einheitliche Schwarz aufhort.

N ] .
il alt C nicht ins

Unendliche entschwindet. Dabei ist z aber eine sogenannte komplexe
Zahl, dargestellt durch einen Punkt in der "GauB3schen Zahlenebene"
Unser normaler Zahlenstrahl ist davon eine Teilmenge, nimlich die”
Symmetrieachse des Apfelmannchens.

2
die Folge mit der Rekursionsformel Z =z

Dies ist mathe'parabeln.afg




Klausur-Ubungsaufgaben: [teration, Taylor, Polynome

Dr Dorte Hdﬁend@iﬂ Universitiit Lilncburg BBS-Lehramis-Studicngang Anfoaben Teil 1 26 Juni 1997

Zeichnen Sie die Tragerfunktion in einem gréferen als dem dargestellten
Bereich.

Berechnen Sie die Fixpunkte der rekursiv definierten Folge. Entscheiden Sie,
falls moglich, welcher der Fixpunkte anziehend, welcher abstoflend ist.
Markieren Sie auf der x-Achse Bereiche flir Startwerte bestimmt divergenter
und konvergenter Folgen, bzw. Folgen unklaren Verhaltens. Zeichnen Sie noch
typische “Treppchen” ein.

Es gibt den Satz: “ Monotone und beschréankte Folgen sind konvergent.”

Sehen Sie hier Teilfolgen, auf die Sie diesen Satz anwenden kénnen?

Aufgabe 2 zum Schnitt zweier Kurven, diverse Verfahren

Berechnen Sie den Schnittpunkt der Kosinusfunktion mit der Hauptwinkelhalbierenden

A) direkt, indem Sie aus der Schnittpunktgleichung eine rekursive Folge machen,

B) mit dem Newtonverfahren.

C) Erlautern Sie zeichnerisch an einer groben Skizze das Verhalten des Sekantenverfahrens in diesem Fall.
D) Welches der Verfahren konvergiert am schnellsten?

E) Warum funktioniert Methode A) nicht, wenn man statt dessen f{x)=2 cosx betrachtet?

Aufgabe 3 zur Taylorreihen
Bestimmen Sie eine Naherungsparabel um x=0 fur die Kosinushyperbolikusfunktion mit Hilfe der
Taylorreihe. Machen Sie eine Skizze.

Priifen Sie, wie gut die Parabel noch bei x=1 ist.

Was miisste man tun, um eine bessere Naherungsfunktion zu erhalten?

Wird der Konvergenzradius der Taylorentwicklung unendlich oder endlich sein?

Sind Probleme zu erwarten?

Nennen Sie ein Beispiel, wo der Konvergenzradius sicher endlich ist.

Aufgabe 4 zu Polynomen 4. Grades ,
Erzeugen Sie aus zwei doppelten konkret ausgesuchten Nullstellen ein Polynom 4. Grades.

Weisen Sie nach, dass die Wendetangente die Kurve an einer Stelle schneidet, die sich aus dem Abstand
der Wendepunkte ergibt.

Warum ist die Wendestelle 3-fache Schnittstelle des obigen Schnittproblems?

Warum ist es nicht wesentlich, dass man oben mit konkrete Nullstellenwerten gerechnet hat u nd nicht
allcemeinen Werten.

Wie lisst sich die Aufgabe verallgemeinern?
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a) Weisen Sie nach, dass diese rekursive Folge fir positive r

den Fixpunkt @ = Kl 7 hat

o8

b) Rechts ist die Webdarstellung fiir 7 = 8 gezeichnet. e
Um welches k handelt es sich dann offensichtlich? ‘
Verfolgen Sie die hier dargestellten Folgenwerte rechnerisch
vier Schritte weit (als Dezimalzahlen).

oo

[y

¢) Entwickeln Sie in einer eigenen Zeichnung den Graphen der ‘E L Ll
1 1 2 3 4 5

Tragerfunktion f (x) = z X+ als Mittelwert

;xk—l

zweier einfacherer Funktionen. Sie kénnen sich auch fiir eine Darstellung als Summe zweier Funktionen
entscheiden.

Wie andert sich der Graph von_f, wenn k wichst? (Beschreiben, grobe Skizze)

d) Der in a) berechnete Fixpunkt ist nicht immer anziehend. Berechnen Sie genau, fiir welche kund rer
anziehend und flir welche er abstof3end ist.

e) Fir 7 =38 und & = 6 erhilt man fiir die Trégerfunktion
f und fur die zweite Iterierte folgende Graphen: 2 »

Die zweite Iterierte ist ¥ = f(f(x)). .

Erlautern Sie den Zusammenhang und begrinden Sie das = ,
Verhalten der Folge qualitativ. v il .

e) Bei der logistischen Parabel haben Sie ein

“Feigenbaum-Diagramm” kennen gelernt. Es heil auch
“Attraktor-Diagramm”

In gleicher Weise entsteht hier ein “Heron-Feigenbaum-

Diagramm”, wenn K variiert wird. Im Bild zeigt die Rechtsachse

k von 3 bis 6.

Erlautern Sie das Zustandekommen der Graphik.

Was sagen die Verzeigungsstellen aus? _—
Wo finden sich die betrachteten Fille wieder? h




Universitadt Lineburg Mathematik NAME:

Erste Staatsprifung fur das Lehramt an Grund- Haupt- und Realschulen
Prof. Dr. Dorte Haftendorn Frihjahr 2007

Aufgabe Rekursive Verfahren, Heron-Verfahren

In den Schulblichern wird heute haufig das Heron-Verfahren zur Bestimmung von

: : F
Quadratwurzeln vorgestellt. Es hat die Tragerfunktion /* mit f(x) = %(A 4~ i

1)

6)

8)

X
Geben Sie die zugehorige rekursive Formel an und berechnen Sie flr 7=2 fr den
Startwert 1 drei Werte.
Zeichnen Sie die Tragerfunktion, zeigen und erkldren Sie, wie Folgenwerte graphisch
gewonnen werdern.

Beweisen Sie, dass X = \/; Fixpunkt ist, und dass fur alle Radikanden r

superschnelie Konvergenz vorliegt.

Wie kann man auf Schulniveau erkaren, wie Heron die Formel gefunden haben
kénnte.

Flr hohere Wurzein fuhrt die Erklarung aus 4) zu

r
der Tragerfunktion 2 mit A(x) = %(x +t— ]
X

Beweisen Sie, dass Xy = If/; Fixpunkt ist.

Skizzieren Sie grob (im Prinzip) diese Anndherung
im Spinnweb-Graphen.

Im Internet war folgende Tragerfunktion fir die
Bestimmung héherer Wurzeln zu finden:

g(x) = —]i—((k -1 x+ 1:_1 J Nebenstehend
X

sind fur # =8 und k& = 3 Folgenwerte dargestellt.
Diese Tragerfunktion stammt aus dem

Newtonverfahren fur die Nullstelle der Funktion p mit p(x) = xk — ¥ . Damit muss

die Konvergenz hier superschnell sein. Zeigen Sie an der zweiten Liste, woran man
das sehen kann. Weitere Beweise hierzu sind nicht verlangt.

Vergleichen Sie die Konvergenzgeschwindigkeiten beider Verfahren und bestimmen
Sie fur die A-Formel aus 5) die Steigung im Fixpunkt in Abhangigleit von k. Fir welche
k liegt Konvergenz vor?
Erkldren Sie, wie das
Feigenbaumdiagramm zur A-
Formel aus 5) zustande
kommt. Deuten Sie 5) und 7)
an dem Diagramm.

Warum gibt es fur die g-
Formel aus 6) kein
Feigenbaumdiagramm?




Staatsexamen-Folgen und Rekursion Kosinus

Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Universitat Lineburg, Mai 2006
. , . L e _ {1 .23

Es ist die Schar f mit f (x)= Q@S%i{j ] oeg sben.

a) Entwickeln Sie die Graphen hierzu als Verkettung. Beschreiben Sie die Grapnen in

i —_ ! ’
Worten. Gehen Sie auf dieses ==~ ~ = *’% RAAERAG | @
vom Graphenzeichner gelieferie Bild ain: 1] L

b) Fassen Sie die fk als Tragerfunktion von rekursiven Folgen auf. e
Berechnen Sie fir k=1 und Startwert 0,2 funf Folgenglieder und erlgutern Sie den
zugehdrigen Web-Graphen.

c) Bestimmen Sie den Fixpunkt fir k=1 mit zwei verschiedenen Methoden und zeigen Sie
auf zwei Arten, dass es sich um einen anziehenden Fixpunkt handelt. (Eine Ableitung ist
~von Hand" zu zeigen.)

d) Bestimmen Sie exakt ein k so, dass das erste linke Minimum von fk in den Punkt
M=(-1/-1) falit. Ertdutern Sie, warum M dann ein Fixpunkt mit superschneller Konvergenz
ist. Skizzieren Sie das Verhalten der Folgen mit Startwerten in der Nahe von -1.

e) Sie sehen rechts einen Teil .
des Feigenbaumdiagramms T
fur diese Schar.

a. Erlautern Sie das
Zustandekommen
eines
Feigenbaumdiagramm =
s grundsatzlich.

b. Erautern Sie das
Verhalten bei den
beiden linken Pfeiien.

Stellen Sie eine
Verbindung zu Obigem
her.

c. Der senkrechte blaue Strich ist bei k=4,7. Klédren Sie das Verhalten an den beiden
rechten Pfeilen durch eine geeignete Untersuchung mit lhrem Folgenzeichner.
Beziehen Sie auch den rechten Graphen der 2. Iterieren in Ihre Betrachtungen ein.
Die Beruhrung rechts sieht im Zoom %

SO aus. . /
P P b
1 ‘ L
f) Wie geht das Feigenbaumdiagramm Gber

Dies ist eine von 3 Aufgaben fur 4 Std.,
Tl voyage vorhanden

den gezeichneten Bereich hinaus rechts | s
und links weiter? : ;




Fraktale Geometrie Sierpinski-Dreieck als IFS

Prof Dr. Dérte Haftendorn W, - Eucnd;urn dﬁ/m the-lehrami 2003 Apr. 2005

Mit der Software der Dufner-Buch-CD erstelltes Slerpmskl -Dreieck
Dufner,..:Fraktale und Juliamengen,ISBN 3-8171-1564-4

Erkliirung: Urbild ist das groBe Quadrat aus 16 kleinen Quadraten. Der Ursprung
ist links unten. Der oberste griine Punkt hat die Koordinaten (1,0).
Drei Abbildungen sind durch drei auf halbe Linge verkleinerte Quadrate

gekennzeichnet. Sie bilden den Ursprung auf (0,0), auf (0.5/0) und auf ( L1 \/_ )

ab. Letzteres ist nétig, damit das obere Dreieck genau an der Spitze des hnken
anfangt. So ist die “Geometrie” des Sierpinski-Dreiecks genau erfasst.

Wer den geometrischen Aufbau eines IFS Fraktals erfasst, hat auch die
Abbildungen.

Lohnende Experimente: Was passiert, wenn man den Ursprungs-Bildpunkt der
letzen Abbildung nicht genau platziert? Was ist, wenn man anders als auf die Halfte
verkleinert?



Cantor-Staub als IFS A
Brof. Dr. Dérte Haftendorn 7. Juli 2003

Iteriertes Funktionensystem EFS, eindimensionaler Fall

o
£

Die Funktionen  und 7, mit

)
i

4;;(‘ f o ‘, . %
Uﬂd 7 1! ; - -
%

werden auf das Intervall [0,1] angewandt
und bilden es auf zwei Intervalle der
Lange 1/3 ab.

Nun wird “iteriert”, also die Ergebnis
-Intervalle auf die x-Achse gelegt und

“wiederum= iterum” abgebildet.

Beim ersten Schritt ist aus dem Startintervall das mittlere
Drittel herausgenommen worden.

Beim jedem weiteren Schritt werden aus den
verbliebenen Resten die mittleren Drittel entfernt.

Georg Cantor, 1845-1918 gilt als der
“Begriinder” der Mengenlehre und der
“transfiniten Zahlen”.

Der Cantor-Staub ist ein Beispiel einer
total unzusammenhéngenden Menge ohne

isolierte Punkte.

Im Dufher-Programm “Fraktale” in “FraktaleJulia” zeigt
die blaue Senkrechte, die man verschieben kann, die
dezimale und triadische Entwicklung der Stelle, an der die
Senkrechte steht. Aus der triadischen Entwicklung einer
Zahl kann man ablesen, in welchen Teilintervallen sie bet
der Konstruktion der Cantor-Menge liegt. Beispielsweise
liegen alle Punkte, deren triadische Entwicklung mit 0,2...
beginnt, im rechten Drittel von [0,1]. Erkunden Sie die
Zusammenhinge, lesen Sie die “Hilfe”.

Man kann zeigen, dass der Cantor-Staub genau aus den
Zahlen besteht, deren triadische Darstellung nur 2 und 0,
keine 1 ausweist. Dabei ist allerdings zu beachten, dass

1=0,222222222....= 0,2 st EE— -

Wenn man nun noch alle 2 durch 1 ersetzt, hat man

Dualzahlen und zwar samtliche zwischen O und 1. — — — —_—
Damit ist gezeigt, dass der Cantor-Staub nicht nur unendlich |
viele Punkte enthalt, sondern “lberabzahlbar unendlich - - - - - -
viele”, also dass er die Machtigkeit des gesamten
Intervalles [0,1], “des Kontinuums”, hat. ... e am s ae as mm oam

Literatur: Dufner, Roser, Unseld: Fraktale und Juliamengen R s AR
[mit CD], Verlag Harri Deutsch,



Chaos und Fraktale Ifs-Fraktale waid am See
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Dieses IFS-Fraktal habe ich
rr 44
W(ll d am S ee genannt.

Es entsteht dadurch, dass zwei Abbildungen definiert
werden und dann ein beliebiger Startpunkt mit diesen
Abbildungen sehr oft abgebildet wird. Fiir das Wald-
Fraktal wird das blaue, gestrichelte Rechteck auf das
rote links oder auf das griine rechts abgebildet. Die
rote Abbildung bewirkt Verkleinerung und die Drehung nach links, das griine Verkleinerung
das Verriicken nach rechts.

Der "Wald" ist die Grenzfigur, der Limes, der Attraktor dieses Abbildungsduos. IFS ist die
Abkiirzung fiir "iterated functions”. Die Form der Grenzfigur hdngt allein von den
Abbildungen ab, die man in dem von mir entwickelten Computerprogramm kreativ und frei
wdhlen kann. Dr.Dérte Haftendorn, Johanneum 1994, Uni LllIlellI'g 2005

C:\Dérte\Mathematik\Chaos\WALDSEE.wpd



[E'S-Fraktale Hutchinson-Operator fiir den Barnsley-Farn

Prof. Dr. Ddrte Hafte
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Hutchinsonoperator des Barnsleyfarns
10 mal angewendet. Ausgangsbild war der volle Bildschirm.
Auf ihn werden alle Abbildungen des IFS gemeinsam
angewendet. Diese Gesamtabbildung heillit “Hutchinson-

operator.”

Ein Durchgang dauerte 1995 zuerst etwa 25 Sekunden, dann immer weniger,
bis zum Farn-Attraktor, dessen Abbildung 14 Sekunden gedauert hat. 2005
waren das fiir alle 10 Anwendungen des Hutchinson-operators 40 Sekunden.

famvoll wpg

Mit 40-maliger Anwendung ist die "dicke Spitze" auf 1 Pixel
zusammengeschrumpft. Das kann man auch vorher ausrechnen:
Der groBte der Stauchfaktoren im IFS ist 0,85 , 640 Pixel war
der Bildschirm breit, 640*0,85"=1 hat die Losung n=40 .

Fazit:  jedes beliebige
Bild landet mit dem ¢}
Hutchinson-Operators =~
des Farns auf dem Farn.




Ubungsblatt [«

Dr. Dorte Haftendomn Fur die Klausur 21, Januar 1997

Dies ist meine Pagode. Entwerfen Sie ein Ausgangsrechteck
und als Parallelogramme die notige Anzahl von affinen
Abbildungen. Zeichnen Sie in das Bild.

Dieses Bild sei 9 Emheiten breit und 12 Einheiten hoch.
Schreiben Sie die Gleichung der Abbildung auf. die die ganze
Pagode auf die oberste dieser 6 Pagoden abildet.

Eine dieser Gleichungen ist

Markieren Sie den Punkt P
und bilden Sie ihn mit dieser Gleichung ab.
Zeichnen Sie den Bildpunkt ein.

{g A Die Pagode ist nicht steng selbstdhnlich. Woran sieht man das?
A %4

-rvwv

Bestimmen Sie dennoch die Selbstihnlichkeitsdimmension Ds.

Aufgabe 3 , die z7um Thema Iterationen gehort.
Statt der Ihnen bekannten logistischen Parabel sehen Sie rechts den sog. "Sagezahn" und die
Winkelhalbierende Wh.

Man startet bei x, und zeichnet abwechselnd zn Wh und zur Sagezahnkurve,
Die Formelist x ., = 2x_ modulo "1 , dh. man verdoppelt x und laf3t 1

stets weg, was vor dem Komma entsteht.

a) Verfolgen Sie rechnerisch 7 Schritte weit, was aus 0,7 bzw. 0,11
wird.

0,7 ...

0,11....

Verfolgen Sie ahnliche Anfangswerte auch zeichnerisch (Verwenden Sie
Farben).

b) Wihlen Sie eng benachbarte Werte, deren Bahnen sehr bald
auseinanderlaufen. Erldutern Sie an diesem Beipiel die Thnen bekannte
Chaos-Definition.

Aufgabe 4 ,1n der das Apfelmannchen vorkommt

a) Zeichnen Sie ein komplexes Koordinatenkreuz mit der Einheit 5 cm und verfolgen Sie zeichnerisch und
rechnerisch die Folge Z,,; = zn2 +cfir ¢=03+0,6i undz,=0 drei Schritte weit.

(Losung: {0,0.3+0.61, 0.03+0961, -0.6207 +0.6576 1, 0.252831 - 0.2163451,

0.317118 + 0.490603 1})
b) Bei welchem weiteren Verhalten der entstehenden Folge wiirde man ¢ auf dem Computerbildschirm
schwarz firben, bei welchem farbig ?
¢) Wie erhilt man die Juliamenge zu obigem ¢ ?
Losen Sie Fixpunktgleichung z=z>+c mit diesem c. Bestitigen Sie, daB {z1=-0.025395 + 0.570999 1,
z2=1.02539 - 0.570999 I} Losungen sind (den ersten rechnerisch, den zweiten zeichnerisch).
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Abb. 11.12. (A) Amoldsche Katzen-Abbildung; (B) Iterierte Katzen-Abbildung.

"Arnolds Katze" ist oben links unten zu sehen. Sie wird mit der affinen Abbildung T verzerrt. Die
Quadrate, in die das verzerrte Bild reicht, werden iibereinander kopiert und ergeben das nichste
Bild. Es ist neben "Amolds Katze “zu sehen.

Nun wird dieser Vorgang oft wiederholt. Da wird das Bild immer mehr "verrihrt".

Es ist daher vollig verbliffend, dass nach etlichen Iterationen der Katzenkopf unversehrt wieder
auftaucht.

Schroeder Fraktale,... S 272-274 Handrechnungen und

Eigene Mathematica-Notebooks Beweisiiberlegungen
arnoldsKatzel.nb Eigenvektoren

Grundlagen, Modulo 10 Zyklen

arnoldsKatze2.nb

Probleme mit Nicht-Raster punkten Anpassung an iibliche Darstellung
Weiterfuhrungen,

Untersuchungen fiir andere Moduln Vortrag: Bigalke (Wingst 1994)

Dr. Dorte Haftendorn Johanneum Juli 1997
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Komplexe Zahlen und

G
Funktionen T
— - & &
Die Erwetterung von den reellen Zahlen —— zu den komplexen ™ )
ordnet srch bet den algebraischen Erweiterungen ein und ist auf der T P
Seite "t o =" beschrieben. Die wesentlichen s
Deﬁmtlonen stehen aber auch auf dleser Seite bei "Rechnen” -~
Lraiiascnge LU0l s o S VIEES R § o
Zablenebene Polardarstellung i eometr
Rechnen + - * ‘ —
Riemannsche
Zahlenkugel
Quadrat-Fkt., ,_,,
Apfelméannchen Wurzel-Fkt, Ln-Fkt,
E-Fkt

GauBlsche Zahlenebene, Rechnen + - * :

Darstellung In der Gaufischen Zahlenebene haben die komplexen
Zahlen die ) ) -
Gestalt = =& —1 & HII a.b& =

Dabei heifit a der Realteil von z, Re(z) und b der
Imaginarteil von z Im(z).

Der reelle Zahlenstrahl heif3t nun "reelle Achse", die
senkrechte Achse enthilt alle reelle Zahlen versehen

j-:—l.

Strichrechnung Die Addition erfolgt in der Gauf3schen Zahlenebene

mit dem Faktor 1, wobel

entsprechend der Vektoraddition, ebenso die BT

Subtraktion -

I- vima-—u-—iib—1) N %
g — Tr= -t - (=11

file://D:\mathe-lehramt\algebra\zahlaufbau\komplex\komplex.htm 12.10.2007
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Multiplikation  Die Multiplikation ist algebraisch passend defintert:

¥

Division Diese L

' 7 — 7 {3 istwich

e ) auch da

. ;o RS <1 7 . 7 UblichI

=1 DN Dy g™ — BT xHybe

tieferes

F des Inv¢

R . man ers

- =~ - = Polarda

- h- I der Inve
- = Kreis.
R

¢,

|» SWe 1§
T
4
[,
"
)

T
1
Yeu,,
-’
o
",
B
[ 4
[
b
e
g,
(“ ™,
Bl
Fad
oot
e
'
.
&

vollstandigiger Korper, der sich aber nicht anordnen lasst.

Polardarstellung und Eulersche Formel

Darstellung

Taylorreihen
Sieht man sich die Taylorreihen von cos, sin und e an, dann erkennt man die
strukturelle Gleichheit. Die e-Funktion ergibt sich nicht als Summe, da stimmen ¢
Vorzeichen nicht. Nimmt man aber nicht t als Argument der e-Funktion sondern i
SO passt es:

Eulersche

file://D:\mathe-lehramt\algebra\zahlaufbau\komplex\komplex htm 12.10.2007
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Formel Also gilt die Eulersche Formel 4,{& 3

Polardarstellung

@
4 ® ~. £ b
i P T =
i F 4 % 1L
+ I ST @)

und fiir komplexe Zahlen gilt die Polardarstellung

il —j {—i} . R ; B ﬁé s
c=re T =y (cos(p)+isin(g),

1 heif3t Betrag von z und phi heiflt Argument von z, oder {Argument)-Winkel von

Multiplikation  Quadrat bilden: A - i
Winkel verdoppeln, Betrag quadrieren ITElve Ty =T e Ty
Produkt bilden: B T O B S /.
Betrage multipizieren, Winkel L= A e =L e
addleren

Division Inverses bilden: 1 1 1 ..
Kehrwert des Betrages und Negatives des Winkels —= =& 7
nehmen: Ioye~
Quotient bilden: I
Quotient der Betriage und Differenz der Winkel = _ ' _ L Flemwd
nehmen: WA Y2 )

Geometrische Erzeugung des Inversen mit Stahlensatz

P

[Algchral [A
& Inhalt und Webbetreuung

BATHESATIV-YERSTEHEN YW

file://D:\mathe-lehramt\algebra\zahlaufbau\komplex\komplex. htm 12.10.2007
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Das af@ﬁ mmwhﬂa W hl fin der komple, en }al L,nebcne

R

Beim Apfelminnchen wird wird jeder Punkt als ein ¢ aufgefalit.

Wenn dann die Bahn des Ursprungs z,=0 nach N Schniten

beschréankt bleibt, d.h. Abstand 2 vom Ursprung nicht
iiberschreitet, dann wird ¢ schwarz (blau) gefirbt. Sonst erhilt ¢
eine Farbe, die der Indexnummer entspricht, bei der dleser
Abstand 2 Uberschritten wurde. N heif3t Iterationstiefe.

Dabei entsteht das Apfelmiannchen mit vielen Farben in der Néhe
seines Randes. Im obersten Bild reicht die grof3e Ellipse von -
bis 1 und von -1,33 1 bis +1,33 i .Also verldauft die imaginére
Achse etwa rechts neben der oberen und der unteren grofien
Knospe entlang. Die reelle Achse ist die Symmetrleachse

Die anderen Bilder R
sind  Ausschnitte.
Dabei ist die Innen-
farbe nun heligrau
statt blau.

Die [terationstiefe
war N=5000.

Bereich -0,52330750 + 0.68811162 1 links unten
-0.52330574 + 0.68811408 1 rechts oben
fiir die beiden kleinen Bilder, also nur 3 Millionstel breit und
hoch. Hier zeicht sich, da3 die Farben zwar beliebis sind, aber
dennoch den Eindruck des Bildes stark beeinflussen. Punkt in
einem zusammenhingenden Gebiet einer Farbe habe dieselbe
“Fluchtgeschwindigkeit”, der Orbit hat als bei derselben
Tterationsnummer der Kreis mit Radius 2 velassen.

b

Allgemeinere Mandelbrotmengen (benannt
nach B. Mandelbrot) erhalt man wenn man
als f{z) andere komlexe Funktionen wéahlt.



Apfelminnchen
,,,,, ~om zu neuem Apfelminnchen 2

\®]

. Januar 1995

+ C

Z
e}

Mandelbrot-Rekursion =z, - =

Bild 1.1 Datei | apfbjl.wpg
xob li -1,54401546 |yobli | 1,1140731
xuntre | 0,226966215 |y untre | -0.21429647

Iterat. 3200 e=1,317..
n=1,328...
Bild 1.2 Datei apfbj2.wpg

xobli |-0,83836450 |yobli |0.583346115
xunt re | -0,480598832 | yuntre | 0.316430785

Iterat. 3200 2€=0,35777...
21=0,266916..
Bild 1.3 Datei | apfbj3.wpg

xobli |-0,68912792 |yobli | 0473843245
xuntre | -0,62792152 | yuntre | 0.42693384

Iterat: | 3200 2e=0,0612...
2n=0,04691....
Bild 1.4 Datei apfbj4. wpg

x ob li -0,668195311 | yobli | 0.457142321
x unt re | -0,648854069 | y untre | 0.442635035

. Iterat. | 3200 2€=0,01934..
2n=0,0145...
Bild 2.1 Datei | apfbjS.wpg

xobli [-0,659491748 | yobli | 0.450614046
xuntre | -0,657557623 | y untre | 0.449163318

Tterat. | 3200 2e= 0,0019341 .
2m=0,00145...

Diese Stelle hat Bjom Schelter (Johanneum) mit fractint gefunden.




>~ Apfelminnchen

~om zu den sieben Sdulen 22. Januar 1995

Mandelbrot-Rekursion z_ , - =2+ ¢

n

Bild 1.1 Datei apfbj2.wpg
xobli |-0,83836450 |yobli | 0.583346115
xunt re | -0,480598832 | y untre | 0.316430785

Iterat. 3200 2e=0,35777...
2n= 0,266916..
Bild 12 Datei | apfstl.wpg

xobli |-0,730005918 | yobli | 0.485599136
xuntre | -0,588851752 | yuntre | 0.379734311

Iterat. 3200 2e=0,14...
2n=0,1059...
Bild 1.3 Datei | apfst2.wpg

xobli |-0,680514043 |yobli | 0.464397881
xuntre |-0,661316819 | yuntre | 0.450000336

Iterat. 3200 2e=0,02
21n=0,0144...
Bid (1.4 Datei | apfst3.wpg

xoli |-0,67020919674 |yoli |0.45806098232

xure | -0,67020917784 | yure | 0.45806096815

Itera | 3200 2e= 0,00000002..
t. 2nm=0,000000014...
B |21 Dat | apfst4.wpg

x0 | -0.6702091879033937 | y1i | 0.4580609752970368

xu | -0,6702091879031099 yre 0.4580609752968506

Ite | 3200 2e= 0,0000000000003..
rat 2n=0,000000000002...

Merkwiirdigerweise sehen alle VergroBerungen ab
Bild 1.3 fast gleich aus. Das letzte Fenster ist nur
noch 0,3 Milliardstel breit. Falls da doch noch ein
Apfelminnchenkern verborgen ist, habe ich ihn nicht
finden konnen. Dies ist Apf7saul.txt




IR T
P} duiia
" Gru
Auch fiir die Juliamengen ist die Grundlage emne
rekursive Formel wie z.B.
- Flr N = -2 |
“nel JREg T Ay Vo
Zu idem ¢ gibt es eine Jullamenge Jc. Fihit die
Bahn vonz, gegen Unendhich, gehort z, zur Flucht-

menge Fc von ¢. Bleibt die Bahn beschrankt, gehort
z, zur Gefangenenmenge Ge von ¢. Der Rand von
(e an der Grenze zu Fe heifit Juliamenge Je von c.
Zum Zeichnen wird nun fiir ein festes ¢ jeder Punkt
des Bereiches als z, gewahlt. z, wird gefarbt.

-
P

Wenn die Bahn von

bleibt, dh Abstand 2 vom Ursprung nicht
itberschreitet, dann wird z, schwarz (blau) gefarbt.

, hach N Schritten beschrankt

0

Sonst erhilt z, eine Farbe, die der Indexnummer

0
entspricht, bei der dieser Abstand 2 uberschritten
wurde.

Man kann sich vorstellen daf} an jeder Stelle ¢ des
Apfelminnchens ein Fenster gedffnet werden
kann, das die Blick auf die Juliamenge Jc freigibt. Es
bestehen auch enge Zusammenhange:

© Wenn ¢ Punkt des Apfelmannchens ist, dann ist
Jc zusammenhéngend. Die Gefangenenmenge Gc
ist dann eine Flache.

© Wenn ¢ Randpunkt des Apfelmannchens ist, dann
ist Jc zusammenhidngend. Die Gefangenenmenge
Gc stimmt dann aber mit der Juliamenge tiberein.
Eine Flache kommt nicht zustande.

© Wenn ¢ Punkt auflerhalb des Apfelmannchens ist,
dann ist Jc  total unzusammenhingend,
staubformig, nur aus isolierten Punkten bestehend.
Wieder ist Je=Gc.

© Je dichter ¢ am Rand des Apfelménnchens liegt,

Dieses Bild 1st weniger als 1 Milliardstel breit und hoch.

P2 danuar 1997

C—= -0,7543 + O,l 130 1 auf diesem Blatt.

Die Fixpunktgleichung Z = f (Z ) =z 4 Cc
hat die Losungen

71=-0,503727346 + 0,056290187 i
und  Z2=1,503727346 - 0,056290187 i
Sie sind das Zentrum der groBen linken Spirale und
die duflerste rechte Spitze (linkes Bild). Beide sind
abstoflende Fixpunkte.
-Z.1 1st das Zentrum der grof3en rechten Spirale und
-Z.2 ist die dulBerste linke Spitze.



Fraktale Geometrie “Julia-Apfel” reeller Teil iteriert %6 3' 0

Prof. Dr. Dorte Haft AT Juni 2003

j( ;. (z)=z2 ? + € beschreibt ein komplexe Iteration.

Wihle c. Bleiben die Folgenglieder mit Start bei 0 beschrinkt, gehért ¢ zum Apfelmédnnchen.
Wihle ¢. Wihle einen Start z0. Bleiben die Folgenglieder beschrinkt, gehdrt z0 zur

“Gefangenenmenge” Ge von c. Der Rand der Gefangenenmenge ist die Juliamienge Je von c.
Ge nennt man auch “ausgefiilite Juliamenge”.

Wihlt man nun ¢ reell und einen reellen Startwert z0, so sind auch alle
folgenden Werte reell und man kann sich das Verhalten der Iteration in
der im Reellen iblichen Art mit dem Spinnwebverfahren deutlich
machen. Rechtes Bild aus Turboplot mit f(x) x*2+a, a=1,3, 20=-0,5

Aufgabe:

Unten sind fiir drei wesentliche Werte von c=a die Parablen
gezeichnet. Bestimmen Sie diese Werte durch eigene Herleitung.
Machen Sie sich den Zusammenhang mit dem Attraktordiagramm klar.
Im Apfelménnchen ist auf diese Weise nur das Verhalten fiir ¢ auf der Symmetrieachse untersucht.
Welche Eigenschaften des Apfelménnchens ergeben sich?

Wie stellt sich die Apfelmannchen-Einschrankung, dass z0=0 ist, im reellen Iterationsdiagramm dar?
Was kann man iiber die Juliamengen der reellen c erfahren?



Prof. Dr. Haftendorn
Bleistift

Prof. Dr. Haftendorn
Bleistift


ndori

afte

e

mcherr.

ben dem A ar

¥

pfelm

i

1egt ne

e J¢Z foifal unzusammenhi

r o~

—— O
gy en | &N S &
r~ oY [ o N2
< w | oo N2 .mm
v ol I wn
= Sla| |52
- [ ™
a8 . .
94 ~ = Al
‘ L} 1 ¥ . A
~ No) oo | o~
< A N N | o
~ N | e
~ ~ 1 oo oo | n
< ww o v | oo
s8] = <r (& (e
~ Q| B
1 — | - v oee
1 _M“ . 1 < t 1



Prof. Dr. Haftendorn
Bleistift

Prof. Dr. Haftendorn
Bleistift

Prof. Dr. Haftendorn
Bleistift

Prof. Dr. Haftendorn
Bleistift

Prof. Dr. Haftendorn
Bleistift

Prof. Dr. Haftendorn
Bleistift

Prof. Dr. Haftendorn
Bleistift


4 3.0+

Januar 1995

Apfelminnchen

VErw 18.

Mandelbrot-Rekursion fir Typ 5 im Apfjulia-
Programm
z_ .4 - (0,832 0,865i) cosh(z )«c

Bild 1.1 Datei | apfcosO.wpg
Mitte x | 2,055 eps 0,1

‘ Mittey | 0,05 eta 0,1
Iterat. 12 Betrag |20 (F |12
Bild 1.2/1.3/1.4 Datei | apfeosl-3.wpg
Mittex | 2,055 eps 0,1
Mittey | 0,05 eta 0,1
Iterat. 100/200/1000 Betrag 30;20 F |12
Bild 21722 Datei | apfcos4/5.wpg
Mitte x | 2,005 eps 0,04
Mittey | 0,083 eta 0,04 /0,043
Iterat. 500/1500 Betrag |20 |F |12
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5. Dynai stemel« |
5.4 Newton-Iteraiion 15. Januar 1995
Newton-Rekursion fir Dargestellt sind sind die Attrak-

, tionsgebiete der n-ten Einheits-
flz)=-2"-1 wurzeln in der komplexen Zah-
lenebene. Der Ursprung ist das
z2* -1 Symmetriezentrum, die rechte

B = Bl —“_* obere Ecke ist z=2+1,51

n=3 | komplexe Formel

n=4 | 2.2 Tempo bei n=3

n=>5 2.3 wie 2.2 innen

n=6 |2.4n=10

n=7 2.5 n=10 innen

Erstaunlicherweise gibt es keine
Randpunkte zwischen je 2 Attrak-
tionsgebieten, sondern jeder
Grenzpunkt ist ein n-Linder-Eck
Diese Grenzpunkte konnen als
Urbilder des Ursprungs aufgefaBt
werden. Sie bilden die

Juliamenge Jg
der Newtonrekursion R(z).
In Bild 2.2 ist dagegen darge-
stellt, wie lange es dauert,bis

entschieden ist, welche der
3 Einheitswurzeln

2 £
—n —n

_ _ 3 _ 3
z =1,z -€",2 -€
der Startwert anstrebt.

Im Zentrum der Bilder 2.4 und
2.5 kommt der Computer an seine
Grenzen, denn der Ursprung ist
sozusagen das Urbild aller 10-
Linderecke und fast nur von 10-
Linderecken umgeben. Daher
miiite es in seiner Nihe
besonders bunt aussehen.

Dateien: newtz3j...7j.wpg
newtz3a.wpg, newtz3ai. wpg
newtz10j.wpg, newtlji.wpg
Erstellt mit FRACTINT. Optionen
newtonbasin und newton

Dieser Text: newtonj.txt
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s einer Ableltung ein Aer F»;: K :“ nd &
"“eﬁsa und ﬁw @@f u%r %t fazz%%@ x,.. heit Di ?f%é‘@? tialg E%EGEW%’E@
f er V: , liegt eine gewdhnliche DGL vor, anderenialls eine
E@am@ B@ Juﬁ_
Die Ordnung einer DGL ist die hdchste vorkomm
y=f(x}), 30 kommt in vielen fir @@Ar‘ewmdwng‘ i
also DGLn bis zur zweiten Ordnung.

Eine DGL der Bauart y"+a(x)y/'+b(x)y=2(x) heiktlineare DGL.

ende Ableitungsordnung. %d’%%‘eéb'@: miarn
vichtigen DGLn héchstens y7 vy und x vor,

Eine DGL der Bauart y"+ay’+by=g(x) heildt lineare DGL mit konstanten

Koeffizienten. Beide DGLn sind von zweiter Ordnung. Nur fir diesen Typ ist das Ldsen
leicht. (S.u.)

Entsprechend sind y’+a(x)y=g(x) bzw. y'+ay=g(x) lineare

Die rechte Seite g(x) heit dann Stérfunktion,
Ist g(x)=0, heilt die lineare DGL homogen , anderenfalls heil’t sie inhomogen.

DGLn erster Ordnung.

DGLn, bei den Produkte aus vy, y’,.... vorkommen*, heiRen DGLn héheren Grades. Der
Grad der DGL ist die maximale Anzahl dery, y’,... Faktoren in den Summanden.

yy/+x3 y%=sin(x) ist DGL 1. Ordnung und 2. Grades.

* bei polynomialem Aufbau bzgl. y
Bei nichtlinearen DGLn hat der Begriff homogen (leider) eine andere Bedeutung. Sie sind

homogen, wenn jeder Summand denselben Grad hat.
Obige DGL ist homogen, ohne das Quadrat am y wére sie inhomogen.

Losung einer DGL ist eine Funktion, die beim Einsetzten in die DGL eine wahre Aussage
entstehen laft.

Gibt man eine einzige L&sung an, so heift sie partikuldre Losung oder spezielle
Lésung.

Fasst man alle méglichen Lésungen zu einer Kurvenschar mit frei wahlbaren Konstanten
C; zusammen, so hat man die aligemeine Lésung der DGL angegeben.

Nichtlineare DGLn haben manchmal noch zusétzlich sogenannte singuldre Losungen, die
sie nicht aus der allgemeinen Lésung durch Einsetzen von Werten fiir die Konstanten
ergeben.

Die DGL 1. Ordnung lassen sich meist nach y’ auflésen. Dann lassen sie sich gut
darstellen und verstehen, denn sie

beschreiben ein Richtungsfeld.

In diesem Fall kann man sie stets numerisch I16sen. (Heun-Verfahren)

(Ausfuhrlich in MuPAD siehe Internet) y j
. xxfxﬂﬂ%ﬁfﬂs‘”!.ﬂ.ﬁ
dgl:=ode (y' (x)-2*v{x)=sin{x), v(x)); F/DEL eintragen 'f“:“"_"""”’a"_"’””"z

3 w, a%. :.g, nx.‘q-:,_?-.-.a.
o %kllb. %Qéeﬁ RRTRER

) e Lo Zosin(x) cos(x) . erw,w RARREE)
|_,_"-—~'1 L S ~ T35 | xnugy IR RWES
¥

solwve (dgl)

Hnﬁruga A58 LY
Phiabblalbrastaien
TN 1?£##&££L##




Chaos und Fraktale [ 5.Dynamische Systeme [«

Dr.Dérte Haftendorn 5.2 Lorenzattraktor

15 Januar 1995

Differentialgleichungssystem:

Die oberen Bilder zeigen den Attrak-
tor gleichzeitig in drei raumlichen
Ansichten. In der 2. und 3. Reihe ist
das Verhalten von benachbarten ver-
schiedenfarbigen Startpunkten dar-
gestellt. Besonders bei der Ent-
stehung kannn man sehen, wie sich

l.OrfﬂZ'Amakmr erstellt mit Lorenz.pas ©Hagq

dx = (-ox+o0z) dt
dy = (rx -y - xz) dt
dz = (-bz + xy) dt

die Bahnen der Nachbarpunkte auseinanderentwickeln. Insgesamt aber
werden sie von der Grenzfigur = Limesfigur = Attraktor eingefangen,

und je linger man beobachtet, desto dichter wird der Attraktor. In
Wabhrheit schneiden sich nie zwei verschiedene dieser Bahnen, was ein
Bildschirm nicht wiederﬂ)t. Auch eine einzelne Bahn hat keine Kreuz%gunkte

Dateien: loreinz.wpg, lor2creu.wpg, lor 3crme.wpg, lorbum1/2/3 .wpg, lorumdwpg, lorbubrl.wpg, lorbusd.wpg ,lorsanal .wpg

G=A) bady reeg

Dies: Lorenz.txt



6.2.02

15 Januar 1995

ROSS'CY‘AﬂTa ktﬁr erstellt mit Lorenz.pas ©Ha9%4

Differentialgleichungssystem: .
Dargestellt ist das Verhalten von benachbarten verschiedenfarbigen dx = ('Y'Z ) dt
Startpunkten. Besonders bei der Entstehung kannn man sehen, wie siddie dy = (X+a}7) dt

Bahnen der Nachbarpunkte auseinanderentwickeln. Insgesamt aber werden

sie von der Grenzfigur = Limesfigur = Attraktor eingefangen. dz= (b'CZ+XZ) dt
In Wahrheit schneiden sich nie zwei verschiedene dieser Bahnen, was ein
Bildschirm nicht wiedergibt. Auch eine einzelne Bahn hat keine
Kreuzungspunkte.

Dateien: roesgard. wpg, roeshoch.wpg, roesbrtl. wpg, roeshutd.wpg ( roeshutl. wpg ) Dies: roessler.txt
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Fraktale
Pro

Steigbilder

Wieland Seever, Lehrer der GHS Gro3-Hehlen* bei Celle hat
. im EXPO-Jahr 2000 diese Steigbilder gemacht und mit dem
von mir** fur die Schule aufbereiteten Box-Dimension-
Messverfahren ausgewertet. (Siehe Extrablatt)

Oben Griinkohl aus biologisch-dynamischem Anbau,

unten aus ublichem Gemusegarten. So lasst sich

zeigen, dass die fraktale Dimension bei hochwertigem Obst
und Gemiise groRer ist als bei minderwertigen.

* www.ghs-gross-hehlen-celle.de
(Mit freundlicher Genehmigung von Wieland Seever)

** www.doerte-haftendorn.de
-> Chaos-> Dimension-> Boxdimension

Rechts Steigbild von Orangensaft
“Arkana” 29597 Stoetze
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rte Haftendorn, Uni Lineburg, 3. Juli 2003
Der Kreis ist im “Goldenen Schnitt”
geteilt, wenn sich der
Das Rechteck kKleinere Teil zum groeren

verhalt wie der grofdere
zum Ganzen.

Die Unterkante des
Rechtecks

Wenn also das Ganze 1 ist und der gré3ere Teil g, dann muss gelten:

1-—
& g, das ist eine quadratische Gleichung mit der positiven Losung

g 1

_B-
T2

g = 0.618033989... Der Kehrwert dieser Zahl ist der Betrag der
: ) - 1
negativen Losung g™ = \/gT-'_ =1.618033989...=1+ g
Obiges Rechteck heidt “goldenes Rechteck”, weil seine Seiten im “goldenen
1
Verhaltnis” ( golden ratio ) stehen. Meist bezeichnet man ¢ =g, ® =14+ ¢ =—
¢
Zeichnet man die Punkte der komipexen Rekursion f(z)=a-z=gq *%”" . zmit

=0.999 und diesem ¢ = T so ergibt sich eine Sonnenblume:

Der Faktor a verkirzt den
Abstand vom Ursprung um

1° /.0 und dreht um
¢ -360°=222,4922°

=-137,5078°

Start ist bei 1.

Erst nach 55 Schritten und
21 Runden kommt der Punkt
knapp unter 1 zustande.
Von dort geht ein Spiralarm
zur Mitte. Der nachst tiefere
Spiralarm beginnt nach 21
Schritten. Die Fibonacci-
Zahlen 55, 34,21, 13, 8
lassen sich bei den
Spiralarmnummern finden.
Uberhaupt sind die
Fibonacci-Zahlen im
(GGoldenen Schitt und vielen
Phanomenen zu finden.
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Frakfiai Keﬁembmghe und Goldener Schnitt

K@ﬂeﬁbm@he ntwicklung

lc.‘-@ntimmd&*‘ractimﬁmzmE Jede reelle Zahl kann in einen
IFTreY Kettenbruch entwickelt werden:
Continuedfr aetlanﬁ FATROT EEEE .
Verwende den ganzzahligen
) 1 Anteil a fir den Kettenbruch.
88+ | 1 Subtrahiere a,
* - i bleibt kein Rest, bricht der
- 1 Kettenbruch hier ab.
1+ I T Bilde den Kehrwert des Restes,
24 7 Wiederhole ab @.
4+ T
1+—1 Die Kettenbruchentwicklung:
3+ 1 2 bei rationalen Zahlen brich{ sie ab.
1+'2' 2 bei den irrationalen Zahlen bricht
sie nicht ab.

Bringt m an die
Kettenbruchentwicklung auf einen einzigen Bruch

1
X=X,=a,+ der Gestait p—”, dann gibt es keinen

aQ + 1 4y

.o +—_

anderen Bruch mit einem Nenner kleiner als ¢, , der x besser approximiert
(anndhert).

Der Fehler ist ‘x—xn\<;2. Je grofer also a,,, ist, desto kleiner ist der Fehler.
@y1°dy

Ein besonderer Kettenbruch, der unendlich so weiter geht. Es ist der Kettenbruch,
der sich am schlechtesten durch eine rationale Zahl approximieren lasst.

'+ : (23581321
. T 91’293,5’89139'“
—r— 1,2,1.5,1.6666,1.6,1.625,1.615,..— >1,618033989...

1 Dieser Wert und sein der Kehrwert sind die zum
1+l “Goldenen-Schnitt” gehdrigen Zahlen.

1, 1 —2- i é i 13 —eee— > 0.618033989... Der Kettenbruch ist “selbstahnlich”.
’2°3’5°8°13°21
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Dr.Dorte Haftendorn 7.5.1 Lineare Automaten

21. Januar 1997
Lineare
Automaten

Eine Zelle hat n
Nachbarn.

Regei I

Eine lebende Zelle
iberlebt, wenn die
Zahl ihrer Nach-
barn genau a oder
b oder... ist.

Regel 2

Eine tote Zelle
wird geboren,
wenn die Zahl threr
Nachbarn x

oder y oder. .. ist.

Prg. LINZAUTO
Startline  enthilt
zufillig z.B. 20%
Punkte.

Variiet ist in den obigen Bildern vor allem die Startbelegung.

Durch die veschiedene Dichte der Punkte "wachsen" andere "Pflanzen” hoch.
Aber auch die zufillige Wahl der Startpixel hat einen EinfluB auf das Bild.

Bei Anderung der Regeln ergeben sich noch ganz andere Formen und Muster.

Dieser Text: Linzauto.txt
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Zelluldre Automateni«

ktober 1995

Zellulidre Automaten konnen durch Zeichnen auf
dem Karopapier verwirklicht werden. Zellen, die
(hier schwarz) geféarbt sind, heilen "lebendig", die
anderen heiflen "tot". Das Spiel lauft taktmafBig ab,
und es gibt feste Regeln, nach denen eine lebende
Zelle im nichsten Takt noch lebt, bzw. nach denen
Zellen geboren werden. Diese Reglen beziehen sich
auf die Nachbarschaft der betrachteten Zelle.

Der bekannteste zellulire Automat ist wohl das
"Spiel des Lebens" (Game of Life) von J.Conway.
(Das ist auf der Diskette Ha, lebenfrb.exe)

Diese Bilder hier sind von linearen zelluldren
Automaten erzeugt. D h. alle Zellen sind (oben) in
einer waagerechten Reihe wund die néachste
Generation ist in der Reihe darunter dargestellt.
(Verwirklichung durch Diskette Ha, linzauto.exe)
Beim Start konnen zufillig p% der Pixelpunkte der
obersten Reihe als lebendig gewahlt werden.

Die ersten beiden Bilder in der linken Spalte
haben eine Startbelegung von 10% und folgende
Reglen:

Die "Nachbarschaft" besteht aus je 3 Zellen links
und rechts. Lebende Zellen sind hier schwarz.

1) Lebende Zellen iiberleben, wenn sie 4 oder 5
lebende Nachbarn haben, andernfalls sterben sie.

2) Tote Zellen werden geboren, wenn sie 2 oder 3
lebende Nachbarn haben, sonst bleiben sie tot.

Die anderen Bilder beziehen sich auf Startbele-
gungen von 4%, 3%, 4%, 2% und die Regeln:

Die Nachbarschaft besteht aus je 2 Zellen rechts und
links und der Zelle selbst.

1) Lebende Zellen iiberleben, wenn sie 1,2 oder 3
lebende Nachbarn haben, andernfalls sterben sie.

2) Tote Zellen werden geboren, wenn sie 2 lebende
Nachbarn haben, sonst bleiben sie tot.

Oft kommt es zu stabilen Mustern.
Dies ist linzauto.txt
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Zelluliire Automaten konnen zunachst durch Zeichnen
auf dem Karopapier verwirklicht werden, fiir freiere
Untersuchungen ist aber der Computer notig. Der
bekannteste zelluldre Automat ist wohl das "Spiel des
Lebens" (Game of Life) von J.Conway. (Das ist auf der

Z cmddk~ B
Lubhctu,IIa leben. cxc;

Eine Zentralzelle Z hat 8 Nachbarn

(graue Karos ("Moore-Umgebung").
Die Zellen koénne zwer Zustidnde
haben. Einige sind "lebendig", oder

Im Bild rechts ist verfolgt, wie sich eine
Funferreihe entwickelt. Am 6. und 7.
Tag entsteht abwechselnd dieselbe
Figur, die man Verkehrsampel nennen
konnte.

Es lohnt sich auch die Entwicklung der
anderen Stangen der Langen 1 bis 20
z.B. zu untersuchen. Einige "sterben
aus" (z.B. 6,14,15,18,19), 7 st
besonders reichhaltig und wird dann zu
"Imkerei"”, 10 landet schlieBlich in einer
15-ner Periode usw.

Unten sind noch unverdnderliche
Formen angegeben. Es loht sich auch,
das Schicksal der Pentominos (Figuren
aus 5 Karos) zu verfolgen.

In dem Leben-Programm von meiner
Chaosdiskette kann die Entwicklung

selbstgewédhlter Muster betrachtet
werden.
& e »e
s w ] L] »
| I ] a p .
[ . L

Bochive Loaf  Poned

Bicnezkark Bretcher.  Toich
L ]

® e i '3 ]
e @ .- »
» st -

tabre ol

Zellulire Automaten

Spiel des Lebens 21

44

Januar 1997

Regeln fiir eine Zelle z
Aufwachen bei genau 3
wachen Nachbarn.

Wachbleiben bei 2 oder 3
wachen Nachbarn

Bild 3.3 Auae siv o fogleclinie seranckt one Verkslpompel ) ~ v

Time.
(2}
e

(<3

"wach", die anderen heiflen "tot" oder "schlafend".

Das Spiel lduft taktmiBig ab, und es gibt feste
Regeln, nach denen eine lebende (wache) Zelle im néchsten Takt noch lebt (wach ist), bzw. nach denen Zellen
geboren werden (aufwachen). Diese Regeln beziehen sich auf die Nachbarschaft der betrachteten Zelle.
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Dr. Dorte Haftendorn Spiel des Lebens Benspmﬁ - November 1995

Hier seien einige Bexpxel'c'voroeeteﬂt “aus dem Bﬁch .:Bef.lékxn\p/ Conw a; /Gu\ Gewmnen Bd4 VxeweL
1085 ISBN 3-528-08534-7.

ee ﬁoa &0 B b Tepo
, ee @® 6o 6o 20 Be @6
e | peezaemeo) o8l 1 \ 0o &e @ 66 66 ©0 66
¢ '1’72 - ‘ B0 b QBB e eg
S | o e o o} A . 0 et oe 86 ©@ ©6 ©e
IS i 9[39—319 s Py _i_Q ! 5 Peepeepespec 00 @5 ve 8B °E ©8 €0
B e 00
! o] j b ® i o 0 668680 e e 20 o8 96 ¢ ¢
S - . [ (o] @
20 BEEED Biloaf  Biclock oee0 e 80,
Doppeibiateher  Doppeluhs ! ee ge 60 og e¢ gg
e ee ob @0 @6
Al these are “pure” glider ralBrs ;
008 y S Gne o ve ©& 66 ®8 GO |
208 becomaes 5 blinkers, 2 pords 0eee0 0eve0 0BBEO 0BSBO OBBEO e e e GO ®C 66
© © & 6blocks al U-173,  gives B blinkers & Bgliders which crash 1o make 8 e o8 08 6@ 06 6O
o blodss e @e @6 ee¢ GO &8

o . Thz QuunBa LS Shuttles penden 02 g

]
:
é

&
G NG -t 1
eseseseno o ® Glders by the domen 2 33 35 88 28 83

e — ¢ T

csq, G ‘Q Er;’l El F" H IR HE L
gwM— o o k l_o uf.?;r oo 0@ 00 OO oo e
Pl o i A g 6. o T S o e ve us as
CS& o give 4 C 8 tbecomes HE Petrie — o0 22 8 se ec oo
plssamh  Cgigs 5 T sl R
Ceemes 6 fudls  § Mfusdsh o 22888 838t e
Hodks & 8 Binkers H E[:‘E Virus kills mosaic
at t=42 ceees ococo ,20ee0 Oese0

\ncomsz

%?‘%Mm}lgsmwrsu é blinkers af =34 g x.h!"p]mmhm.
" 'J"'t.'O} and < L o (with or

sofy) avuhilalis g Thﬂ.sz o o M
(Butbww,ofM‘)_}._o Ltk 8 b, XN,

1 ,‘j‘buﬂ aug
° bg ChasL. o} Mulliim

i parvo_
bau dxr deine Kanone selbst Klein aber ohot
b__} C?UIL’ L_IT
. Ghdu' cau.s%]s ha»oc (X3
Durcheinsnder ——l—
E LS S & (Cheshire Cat becomes | -,
Oe BOe [o) LS 1: , o
dies o] $°8° ‘:‘UP.GG Ka']:t'-athm : 5 —gf@
rinsen b4
art’:s,zft"ui’az_,.‘g_ Cevas’ WM&)@M . '
OC.QIO O..‘.O WPW CP48 56 12 arﬁ ’ Waschirommela

. themmselwes
* 8 0;_?—3'} oxry 7
lﬂ%" o of | generdlions

The Kandelaber by QWTWK pmocl?) has pszrv‘.od+.

Barbier

Barber's Pole,

”%“V?*FT?"*F #

ﬂm*ﬁ < <

Clean Fuse DirtyFuse Factdry

Ziindschnur | chgnbel Sch.neescl\\cber

Rl FTRETL 40

2spm1'ups crash, bur' Amtka- aash
5&51:.&rﬁ~om

Blitzen
tickt
schnauft

[ 3
»_

Die Bake

[ ]
o

R

die Kréte

PV |

4.
K
%
ki
3

Die Uhr



