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larren l i e  rich in die vielfaltige Hdt dla hktale einfiihren. Lernen lie die Ordnung 
in d a  nur {dieinbar diaotirdien Vergangen kennen. 
Mähren lie, wie durchrichtig und einfach die mathematirchen 6nindlage11 lind. Munden l i e  die Möglichkeiten, relbrt Fraktale 
zu erfsiideii. 
Bit dem matheniatirchen khulwirren und den Mut zu neuen Wegen aagertattet, haben lie gute Oianten, an dierer Yorlerung 
Freude zu haben. Oiere Blätter lind eine -un aur den im lntmet verfiugbaren leiten 

oder Bereich Fraktale beomthie 

Obige Abbildungen zeigen Beispiele für 
(1) Fraktale mit rekursiven Wegen, Lindenmayersysteme 
(2) Fraktale mit itenerten Funktionen , IFS, 
(3) Chaotisches Verhalten an der logistischen Parabel, 
(4) Attraktoren in dynamischen Systemen, Rösslerhut 
(5) Verwandte des Apfelmännchens. 
Weitere Themen der Vorlesung sind: Juliamengen, das Feigenbaumscenario, fraktale Dimension, 
zelluläre Automaten, Anwendungen in anderen Wissenschaften, Bedeutung und Möglichkeiten 
für Schule und Pädagogik. 
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1 . 1  I-ek~irsive Pri~zedureil(Pi-z.Zw~:i~j b 3zic;iihaltiges Pro, L > I - ~ ~ I I I ~ .  \'iciC:; 

Ansehenz Zufalls-Baum u.a. 
1.2 1-indemimayersysterne (Prg Linde) Eigene E~fildungen mög1ich:Variationen 

empfohlen, reichlialtige Auswahl. 
Das Ver-zeichnis LINDATEN ist wichtig. 

2 I f s - ~ ~ ~ - ~ ~ l < t ~ ~ ~ e  
2.1 Chaosspiel (prg Sierpi) Einfiihrunysbeipiel in das Thema. 
2.2 Bekannte ~ ~ ~ - ~ r a k t a l e ' ~ r g ( ~ ~ ~ )  Reichhaltiges Progainrn mit vielen 

kreativen *Möglichkeiten. Variationen 
ernpfolilen. 
Das Verzeichnis IFSDATEN ist wichtig 

3 Logistische Pai-;I be! prg Logisvgl Verständnis-Prograrnrn, man kann nur den 
3.1 Darstellungen rekursiver Folgen Parameter ändern 
3.1 .1 Iteration an der Logistischen 

Parabel 
3.2 Feigenbaumszenario(prg Kaosfeig) Man kann eigene Ausschnitte wahlen und 

sich die "Inseln der Ruhe" genauer 

4 Aple!ir;iiinnclaen 1pn.g .4~f juf ie ; :  
4.1 Komplexe Zahlen, Darstellung 
4.2 Erklärungen zum Apfelmännchen 
4.2.1 Mandelbrot-Rekursion 
4.3 Juliamengen 
4.3.1 Zusammenhang mit der 

Mandelbrot-Rekursion 
4.4 Verwandte Rekursionen 

ansehen. 
Reichhaltiges Programm, in dem es viele 
schöne Bilder zu entdecken gibt. 
Vorsicht mit zu hoher Iterationstiefe. 
Folge im Einzelnen ansehen: opt.<v> 

= TYP ... kann gewahlt werden 
Freie Erfiridung von verallgemeinerten 
Mandelbrotrnengen nur in Pascal mgl. 

5 D v n ; i ~ ~ i ~ , ' i : e  S ~ i s ~ e n ~ e  . ,:rr 5.jC-=57 - -  * - ,  Man kann sehen, wie die Attraktoren beim 
5.1 Veranschaulichung von Differentialgleichungen Wandern der Punkte entstehen und wie 
5.2 Lorenzattraktor benachbarte Punkte auseinanderlaufende 
5.2.1 Visualisiemiig des Lorenzattraktors Bahnen haben. 
5.3 Weitere Dynamische Systeme Auch als Anaglyphen mit rotgruner Brille 
5.3.1 Roesslerattraktor räumlich zu sehen. 

Man kann die Blicknchtung ändern. 
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Progr. lebenfrb =Game of Life (Coilway) Man setzt Muster auf ein Karogtter und 
sieht sich an, wie es sich von Takt zli Takt 
eintwickelt. (auch fiir Kiilder ab 1 1 J .  ) 

Progr. linauto und linzauto Lineare Zell. Automaten, erzeugen von 
selbst div. Muster. Regeln sind variabel. 

Progr. drahtwlt .. , 8 

Man kann elem. Elektronik simulieren. 
... :L; r::.:?:.:: :;;i i i  Prg. Kegelschnitte Alles zuin Theina Kegelschnitt-Eigei~scli. 
Prog.  dglnumer numerische Differentialgleicliungen 



Initiator - 
; meist ein gerader Strich. allz. eiri Linienelemerit 

Generator ist a ~ f ~ e b a ~ ~ f r n i t  den Linienelementen des Initiators 
Der  Generator klart. durch was den Initiator erse ta  werden soll Am einfachteri geht es, wenn man den 
Generator aus geraden gleichlangen Stuckeri zusammensetzt 

Regel : Jedes Linienekment ( m a c h s t  des < i r n e r a ~ o r s , ~ n n  in lcdri stuie) wird durch den 
verkleinerten Generator eirset~t, Das wird stets wiederholt. 

Es sirld hier atrch vielf¿bllige Variationelz möglich, z.H. h-cirvlen nvei Ge~~ercatoren im Wechs~l oder i ~ l  
zz@lliger Wahl ivirkeii. Es könnten auch nur ein Teil der Lir~ienelemetrkersetzt i.ilerdeiz I ( .  s.m. 

Realisierung von isn 
) -~~~ - - -. 

Realisierung mit rekursiven & Turtlegraphik-Prozeduren 

fd(a) steht f i r  : laufe a Pixel vorwärts, It(b) steht f i r  : drehe den Kopf um den Wirke1 b nach links, 

entsprechend fl(b) nach rechts. 

Procedure koch(stufe:integer); 
begin if stufe=l then begin fd(a);lt(60);fd(a);rt(120);fd(a);lt(60);fd(a); end 

else begin koch(stufe- %);lt(60);koch(stufe- 1 );rt(l 20);koch(stufe- l);lt(60);koch(stufe- 1 ); end; 
end; (proc) 

* :.~ : .. .. .-. ... . . .. .. ..... . -.-. i r . i l h . i i i j ; H C i i I ~ : : : : : : : : : ; 1 : i l J . 4 i 4 i i % ; + ~ ~ + ~ i : : 1 I : : E : : 1 : : : : : : : : i : : : i % . ~ . ~ ~ ~  

Realisierung mit Lindenmayer-Systemen 1) >#*E@%#$ 
Aus einem Axiom und einer oder mehreren Ersetzungsregeln wird zuerst entsprechend der 
gewählten Stufe ein langes Wort gebildet. 
Dessen Buchstaben werden dann einzeln gelesen und in + Turtlegraphik-Befehle umgesetzt. 

Dabei steht F z . ~ :  fur fd(a), + fur It(b) , - f i r  rt(b) 
S 

Für die Kochkurve ist das Axiom F (Stufe 0) , die Ersetzungregel F+ F+F--F+F (Stufe 1), 
In Stufe 2 ist dann F+F - - F+F + F+F - - F - - F+F - - F + F+F - - F+F entstanden. 
Für Stufe 3 ist wieder jedes F mit der Ersetzungsregel zu ersetzen, U.S.W. . 

Stets wird beim Zeichnen ein Weg durchlaufen, deshalb habe ich diese Fraktale Wegfraktale genannt. 
In der einschlägigen Literatur wird meist nur "klassische Fraktale" (weil es sie schon länger gibt) gesagt, 
oder sie bekommen den Namen L-Systeme, nach der letzten der obigen Konstruktionen.. 
DER  KR^ m m . ~  w i ~ m  (FAST) m =  G R ~ N  G E S E T ~  

Ursprünglich 1968 entwickelt von dem Biologen Anstid Lindenmayer zur Beschreibung des Pflanzenwachstums. 



Chaos und Fraktale B i . ~ e ~ l i a i c i a ~ c E i  
DI-.Dörte Haftendorn 1 .  I . I  .Kochkurve und Varianten 25. Oktober I994 
.. .. . . .- .- .~ -. 
.,...-.r...:.,.?-.... :,: :...:,,.:.: :,:,:.:: ,T<<.-...m..-,.. -,.,..-: ..-. 

..,iii.ii_ ; , .i............,:~~..-2-~ ,. . ,., ..<, ..~~~~~~~::__i~.il~:.~.::;:.~L-~..-,~.,. ~z.li~~:<ii2L~~~~*.7~7xz;~irij 7;.1;.!.z,..<>.7- - w..*,m.%*m~-,..m~"::~:.?:?ri?ij-~ ,.;y-=i:r2:r3:. ,..---,. ,.-Y ,. _ -z:.:::: 
Die 1<0chk~b~%ie . hier dreifach als Sclnneeflockenkurve~e 
(restaltet, ist ein Paradebeispiel f i r  selbstahnlic.l~e Fraktale. I h r  
As~on? ist F ; bzw F--F--Bi--, die Essetzungsregel, dh. des 
(JL>~IL'YCIIOI. , ist FSF--FSF, mit 

Zahlzeiche Varianten sind denkbar. 
Für die Verwirklichung auf Karopapier eignet sich 
besonders der Generator F+F-F-F+F mit +I- = 90° . 

Das Fraktal könnte man Quadr~Kochkuwe nennen. 
Rechts ist die 5.Stufe gezeichnet, man kann aber deut- 
lich den Genarator und auch die nächsten Stufen 
erkennen. 
Auch als Kreuzstichrnuster hat die Quadro-Kochkurve 
schon gedient, eigentlich aber hat der schwedische 1 
Mathematiker Helge von Koch 1904 die obige Kurve 
eingehhrt, um ein Beispiel fiir eine nirgends differenzierbare und dennoch stetige Kurve aufzuzeigen. 
Aber sie hat noch weitere bemerkenswerte Eigenschaften: Die Länge der Kurve wächst bei jedem Schritt mit 
dem Faktor q=4/3 , ( bei der Quadro-Kochkurve ist q= 513 ) ,also bilden die Länzen der einzelnen Stufen 
eine geometrische Folge, die gegen Unendlich strebt.. Damit ist bei dem Schneeflockenfraktal auf deutlich 

Die beiden Generatoren, die hier zusammen mit ihrem Fraktal in 5. Stufe abgebildet sind, zeigen einen 
bemerkenswerten Unterschied. Das rechte untere Bild scheint gedreht zu sein.Die Genaratoren sind. 

oben : +F--FF++F- mit +I- = 450 und unten: +F---F+++F- mit +I- = 30° 
Zeichnet man sich den zweiten Generator wirklich einmal ordentlich zu einem waagerechten Initiator auf, 
so stellt man fest, daß tatsächlich der Endpunkt des Generators höher liegt. Mit Tangens gerechnet sind 
es 3,435" für jede Stufe. Uberhaupt ergeben sich hier zahlreiche lohnende Anwedungen f i r  die 
Kenntnisse aus Klasse 9 und 10. Die Schrittweite F muß ja bei jedem Schritt pa send verkleinert werden, V damit die Zeichnung insgesamt etwa dieselbe Größe behält. Unten gilt F„,=ll 5 -Faif 0,4472 .Falt. 

sichtbar endlichem Platz eine unendlich lange Kurve untergebracht. 

P\.. 
/ ' X ~  

/' 

,/" 
/ 

'\ / 

Y%,-% 
+- $ ,W? $ ;F X<. ---I; 

i' L$- f17.7.~\,dI. 
W' s-" 
-? 
1. L ;. 
'" :- 

W ,- -. .. -. 
L-% L 

rT" 



. . .. . - .. . . 
.„uo!suaui!a ualtqyvy,, Jap 

j @ a a  wnz uqg l ! a y 8 1 p ~ q ~ a n  alalq3eqoaq a!a 
'geVJ6 aqqwl~eglas  

a3~3a sop $SI bmq U ~ ~ ~ S J O A  4aqe q 3 ~  ¿iij8!p~nrnylaw zueseee8 sema q3op lsr . ~ a w  . 

w m  s p  ‘mq ~ a q 3 g z  a p  2~ ' „ ~ p a ~ p q , ~  i8!aMz Jap y3ne l sy3 .e~  laqy 
a!a -.na$pp. 0 s  ~ a q  39a8 sa 'JQA AP ana~cg .uazua.q aIIe Jaqn I S ~ ~ Z M  a 8 u q 8 a ~  a!a 

=*M 

p l a f  ualsv ualle l!w W ~ M Z  lap isr 8 u q  a!M 

E 
UM- = T+UM 

S 
:aput@aa jajnls nz ajnls UOA 

a 8 u q S a ~  alauy3!aza8 a!p y3!s UapuZJali a!M 
juay3mpsne z pun 

y UOA 8 u n p u a m a ~  l~ a 8 u q 8 a ~  a!p uew uuex 
.y3!al8 Jaurw! z pun purs Jequajo 

=Y 
=z 

:uaqo a!M ua8sld uapuay3a~dslua arp apoMlueaa 

V ?Ws 
Q ¿E ajnis ley a S u q f 3 a ~  a y q a ~  

=Y 
ajnis q3eu 5 ajnis U! ajnls d h ~  uyalsnea 

 wo^ u-ew 3$uela8 ~o~ynJy3aqs w a q 3 l a ~  lg,q 
=z 

j~ ajnls ieq ajnls d h ~  WOA au!alsnea alariia!M 
.uaqassnE 

a j n l ~  a 8 u o ~  arp . .  a r ~  arp . 'au!alsnea luuay~a u e ~  
-gz.gaala I amS CKJ, mors Fagsaavg naqqq naya 

qxnp unu as! ~ J W S  S ~ E  q3y~$ rspvmaB Japaf 

E V'JS 

g 0 ~ 8  OS Ja i p s p  'uay~alls ajnis UOA u!alsnea 
uauialy uapaf u-ew ssnw lo lyej  u a y q a ~  

.yq.asJa 1 39rq3 d.A& UHOA ~aasireeg Damapj 
q3.anp uoau 3s~ I a y w ~  s n ~  q3.s apwa8 dapq 

.W:, 6 uoii ai ;u.~)r~la!~~ au!a 
pun ua:, 1 ddlzuy uoii a8rr.elSam aura ~ e y  sz 

'ay3ulS 
jasarp uapal i!y m3 E IIW r i ap r~aS~o~  ui! auy3av 

'uay:,!1lS ua8uvly:,ral8 sne jyalsaq s a  
(-1oa-e~aua9) .)uauaa1apun.19 svp 15-1 SasaIa 



3 1  l 7 i - ; - a J \ t ~ ? i ~  I J ~ I ( J  11-11-P \ o i l ? t l 1 1 - ( 2 1 - .  28 ( J d l ~ ~ i c ~ l  1 9 9 2  

Veri;uche, jewel l c deii G r u i - ~ d l ~ a u s t e l  1 1 ,  ~ i c . 1 -  aiir; l -~ol ihr ;  teiis 5 S t i .  i che i l  

I3esi eh L ,  I i e r a i i s~ i i f  inderi Ski zzi ei P t l  L P  z ~ c . 1  i r . hzl , .  ;iiic:h d i  I? 3 .  S t u f e  
a u f  dern hc:y ziiin I r a k t a l  . 
i I L ,  \ ,clclie S l - ~ i C e  h i  el j t ~ r y i ~ i l  s q e ? , i ? ~ ~ - l i l i t ~ t  i t;l . 
Wie groR ist c l l ~  La111 dei- Baiist eii-it. \(,in T y p  ~ 1 1 1 1 ~ 1  1-1e:;t I I I ~ T I I ~ P I ~  S t l i l c  
d e r  n ä c h s t e n  S t u f e ?  z c j ~ s u c h t  gewe I 1s 
h l i  t T < F ? ~ C ~ I ( ? I I I  F a l c t o l  i i i i~f i  rndil dt31-1 ::<iil~;l C 11-1 <:I t e(:I.;t~!i, ilin d i  e c-ji_- I yc> L: i ! f e  
i, l r l c l -  zii r 7 r re i  c7kien? h qei;iicYh t J e w c - .  I 1 s 

I I 

runder Zweig 
Wedel 

Zweig 



m B LOGO B 

hier F , + und - und Ersetzungsregeln. PR weg :n :a 
Hier steht das Axioni F ( wenn :n=O dann vorwärts :a 
Hier steht die Regel sonst ( weg (:n-1) (:a/3) l i  60 
F +  F+F--F+F weg (:n-1) (:a/3) re 60 re 60 

weg (:"-I) (:a/3) l i  60 
Die Lindenmayerworte: weg (:n-1) (:a/3) ) ) 
1. Stufe F+F - - F+F ENDE 
2. Stufe F+F - - F+F+F+F - - F+F - - F+F - 
- F+F+F+F - - F+F Die Lindenmayenvorte wachsen immens schnell 
3. Stufe F+F - - F+F+F+F - - F+F - - F+F - (hier i.w. mit 4" , oft noch mehr) , so daß sie sich 
- F+F+F+F - - F+F+F+F - - F+F+F+F - - i n  Pascal  z .B .  nicht a ls  s t r ings  
F+ F - - F+F - - F+ F+ F+ F - - F+ F - - F+F - (ÜblicheZeichenkette) hantieren lassen. 
- F+ F+ F+ F - - F+ F - - F+ F - - F+ F+ F+ F - - Leicht verständlich und daher für pädagogische 
F+ F+ F+ F - - F+ F+ F+ F - - F + F - - F + F - - Belange sinnvoll ist die Übertragung in direkte 
F+F+F+F - - F+F Igelgraphik-Prozeduren. Das Axiom steht dann im 
4.Stufe F+F - - F+F+F+F - - F+F - - F+F - - Wenn-Teil , der Abbruchbedingung. Der Sonst- 
F+F+F+F--F+F+F+F--F+F+F+F-- Teil ist aufgebaut wie die Regel. 
F + F - - F + F - - F + F + F + F - - F + F - - F + F -  Gerade LOGO eignet sich für freiere Schüler- 
- F+F+F+F - - F+F - - F+F - - F+F+F+F - - experimente. 
F+F+F+F - - F+F+F+F - - F+F - - F+F - - Die Kochkurve ganz unten entsteht dann durch 
F+F+F+F--F+F+F+F--F+F+F+F-- Eingabe von weg 4 300 . 
F+F--F+F--F+F+F+F--F+F+F+F-- Leider ist die Übertragung aber dennoch nicht 
F+F+F+F--F+F--F+F--F+F+F+F-- immer einfach. Die nachfolgede Schneeflocke 
F + F - - F + F - - F + F + F + F - - F + F - - F + F -  erhältmanalsL-System durchVeränderungdes 
- F+F+F+F - - F+F+F+F - - F+F+F+F - - Axioms in F++F+ +F+ + 
F + F - - F + F - - F + F + F + F - - F + F - - F + F -  In dem Wenn-Teil der Weg-Prozedur darf man 
-F+F+F+F--F+F--F+F--F+F+F+F-- diese Andeningabernichteinbauen, sondernman 
F+F+F+F--F+F+F+F--F+F--F+F-- mußdieunveränderteProzedurdreimalaufrufen. 
F+F+F+F - - F+F - - F+F - - F+F+F+F - - wh 3 [weg 3 99 re 120 ] 

~. F+F- - F+F - - F+F+F+F - - F+F+F+F - - 
F+F+F+F - - F+F - - F+F - - F+F+F+F - - 
F+F+F+F - - F+F+F+F - - F+F - - F+F - - 

Fazit: Die Realisierung von Wegfraktalen 
(Graftalen) ist durch Lindenmayersysteme oder 
durch rekursive Igelgraphik-Prozeduren möglich. 
Beide Arten haben ihre Vorzüge und ihre 
Schwierigkeiten. In LOGO ist ein schülemaher 
Zugang und freiere Variation möglich. Dies k,i„oiM.m 



Frab~tale Ternärer Baum oder Sierpinski-Dreieck als Wegfralctal 

Ternärer Baum 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
~$~..~>~~.~~>=~~:*~~>;.~~2:.?<:<~~.~>~~~>~~.~.~~<~~<~~~~<$y.<<<~~>~<~.;.;~*~~:<.;~<~<~<~> ~:.;.;.;.;r<;C,s.m,.,;,.,~,<; ,;<C<.i<*; ;.: y.~y<:*;*s;<&<i<,<L< <<.:C< <$C<$$ x<:~>;+>;<;*;<$$<><<<~~.;<<;.;<.<*;*:;$<+>;$<5$;<~;<~;.~: 

procedure ternaererBaum(i:integer;VAR gr,x,y:integer); Mit rekursiver Prozedur in Pascal 
var xk,yk,g-1 :integer; 
begin g-1 :=round(v*gr); 

if i=l then begin setcolor(2); 
fd(gr);zkn(i,x,y); It(l20);fd(gr);zkn(i,xYy); lt(l20);fd(gr);zkn(i,x,y);lt(120); setcolor(5); end 

else begin fd(gr);kn(i,xk,yk);ternaererBaum(i- 1 ,g-1 ,xk,yk); zkn(i,xk,yk); zkn(i,x,y); 
lt(l20);fd(gr);kn(iYxk,yk);ternaererBaum(i- 1 ,g 1 ,xk,yk);zkn(i,xk, yk); zkn(i,x,y); 
l t ( 1 2 0 ) ; f d ( ~ r ) ; k n ( i , x k , ~ k ) ; t e r n a e r e r ~ a u m ( ;  zkn(i,x,y);lt(l20); end; 

end; ..... --.,,-~,,~.?~--.~---~-~.~~ ->>.***>>.. ...- >*<-<>.>,-s-..-.-..-.-.... ><~-,.>~~..~..~~..~~~~..,..~.~+..~..~~~~~,.,~,---...?...>~-<2222~,...,.. - -.- . - .- 



Im Folgenden ist F eine Weglänge; die von Stufe zu 
Stufe mit dem Stauchfaktor 0 5 verkleinert wird. .+I- 
ist ein Winkelpaar, den  Größe 120". 
Aus dern Axiom entsteht unter Ve~~vendung des 
Bausteins A aufgmnd der Ersetzungsregeln in jeder 
Stufe ein irnmer iängeres Won. Eieses wird 
"gelesen" und in Zeichenbefehle (Turlegraphk) 
umgesetzt. 

Das Axiom ist A und der Baustein A ist ein spater nicht zu zeichnendes Zeichen. 
Regeln: F 4 3FF5 , die Verdoppelung bewirk, daß die inneren Sternarme immer länger werden konnen. 

Die Zahlen bewirken die Umschaltung der Zeichenstiftfarbe. 
A -3 (FA)+ (FA)+ (FA)+ dies ist der Keim fbr den 120"-Stern. 

Die Stufe 0 ist das Axiom, das aus dem Buchstaben A besteht und daher nicht gezeichnent werden kann. 
In Stufe 1 wird A durch die rechte Seite der Regel ersetzt und es erscheint einfache der 120"-Stern, wie 
er oben violett innen abgebildet ist. 
In Stufe 2 wird folgendes Wort gebildet: (2FF5(FA)+ (FA)+ (FA)+ )+ (2FF5(FA)+ (FA)+ (FA)+ )+ 
(2EF5(FA)+ (FA)+ (FA)+ )+ Gezeichnet ist es irn oberen Bild. 
Man kann sich vorstellen, daß an jedem freien Ende der Buchstabe A abgelegt wird, aus dem dann in der 
nächsten Stufe wieder ein 120"-Stern wird. 
Das in Stufe 3 gebildete Wort ist: (22FF53FF55(2FF5(FA)+ (FA)+ (FA)+ )+ (3FFS(FA)+ (FA)+ (FA)+ 
)+ (3FF5(FA)+ (FA)+ (FA)+ )+ )+ (22FF52FF55(2FF5(FA)+ (FA)+ (FA)+ )+ (2FF5(FA)+ (F.4)+ (FA)+ 
)+ (2FF50;A)+ (FA)+ (FA)+ )+ )+ (22FF52FF55(2FF5(FA)+ (FA)+ (FA)+ )+ (2FF5(FA)+ (FA)+ (FA)+ 
)+ (2FF5(FA)+ (FA)+ (FA)+ )+ )+ 

An jedem ,$inen fieien Ende des obigen 
Bildes hängt dann ein halb so großer 120"- 
Stern, der an seinen Enden wieder den 
Keim A trägt. 
Man erkennt, daß die entstehenden Worte 
sehr schnell i.w. exponentiell wachsen. 
Hier gilt f i r  (StufelZeichenzahl): 
(1115), (2157), (3121 I), (41780),(512499) ... 
(617800), (712399 I) ,  (81 73 140) .... 
Dies bewirk,'daß mit dem Computer das 
Wort gleich bei seiner Entstehung ge- 
zeichnet werden muß. Interessant ist, daß 
das Programm streng rekursiv Abläuft, und 
daß man 'gut verfolgen kann, wie jeder 
Teilbaum in derselben Weise durchlaufen 
wird wie der Hautbaum. 

Hier ist Stufe 7 abgebildet. 

Dateien tiblin2.wpg, tribiin7.wpg, iribiin.txi.--- Programm LINDE (DHa 94 Dr.Dörte HaFtendorn 14. Januar 1995 



Chaos u ~ ~ d  Fraktale H i .wesriaktaieM 

teufel.lin erstellt mit Linde.pas Ha 3/95 , ohne Farben ebenso in LOGO teufel.102 

Lindenmayer- System Weg-Prozeduren mit Igelgraph i k 
Berücksichtigt man die Dezrtzrng, so Hier gezeigt in LOGO, ebenso geht es mit ~urtlegraphik in 
kann man &s Axiom in der Pascal. 
Ab bruchbedinpng der Rekursion 
wiedererkennen. 

Axiom A 
Regeln A+ ABA 

Der Baustein B tritt als eigene 
Prozedur auJ 

B+ BBB 

Deutung A=F+V- 
B=FFF 

+=90° links -= 90" rechts 
F und I/ erscheinen als vorwärts- 
Befehle mit Schrittweiten a bau. b 

PR teufel :n :a :b 
( wenn:n=O dannvw:al i90vw:bre90 

sonst ( teufel (:n-1) ( :d3) (: b/2) 
teufelmitte (:n- 1) (: d3)  
teufel (: n- 1) (: d 3 )  (: b/2) )) 

ENDE 
PR teufelmitte :n :a 
(wenn:n=Odannvw:avw:avw:a 

sonst ( teufelmitte (:n-1) ( :d3) teufelrnitte ( n- I ) (:d3) 
teufelmitte (:n-1) (:d3) ) )  

ENDE 

Fazit: L-Systeme lassen sich in rekursive Weg-Prozeduren übersetzen. 
Hier ist dies fur ein Beispiel ohne Knoten gezeigt. In Pascal lassen sich auch die Knoten einfach  kursiv 

, - 
verwalten. In LOGO ist es vernünftig, eine dynamische Liste fur die Knotenkoordinaten zu eroffnen 
Die naheliegende Versuch, das Lindenmayenvort wirklich zu bilden, stößt leider sehr schnell an die 
Grenzen der Speichermöglichkeiten. Man muß es während seiner Bildung sofort i ) i -~sl .~l l i . l .Rt 



mir dem iindenmayerry rtem 11. Januar iqq5 

Im Folgenden sind F und V verschiedene Weglängen, +/- 
bzw. L R  verschiedene Winkelpaare, r der Stauckfaktor. 
Aus dem Axiom entsteht unter Verwendung der Bausteine A 
und B aufgmnd der Ersetzungsregeln Stufe für Stufe ein 
immer längeres Wort. Dieses wird "gelesen" und in 
Zeichenbefehle (Turlegraphik) umgesetzt. 

-------T\. - 1 ,,,\\* ,,,,;-.;-, ----_._ 1 
\L--- 

~ , ~ ,  

\, 
\~ 

Die linke einfarbige Dolde hat das Axiom A. 
Bausteine A=V , B=F. +/-=35", L/R--4S0 r=0.43 
Regeln: F 4 F , A 4 A(LA)-A(RA)+B 

B 4 B+(B)R(B)-(B)LB 

I 

1-. 
/ 

/' 

Die obere farbige Dolde hat das Axiom A(+B)R(2B)-(B4)L. 
Die Zahlen bewirken die Umschaltung der Zeichenstiftfarbe. 
Bausteine A=5V2 , B=F. +/-=42", LR=48" ~ 0 . 4 3  
Regeln: F 4 F , A 4 A(LA)-A(RA)+B 

B 4 B+(3B4)R(B)-(6B2)LB 

L 4 

I 

/ 

/ _. __/' 

; ,,Y 

..:. ,.. ... .-.-.......--...M --- _...., .....,_rr_ , ........ . . . . . . . <  .....<.... ........... ...... ....... 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ...,... .... ,,. .............................-............................................................. 

Dateinamen: doldlinl .tvpg....doldlinj.wpg. doldlinv.tvpg. im Prog: dolde 
rechte Spalte doldlindr.tvpg doldlinx.~vpg. im Programm dolde2f 
Dieser 'Test: doldlin.txt. 
Alle Zecihnimgen bemhen auf dem Progamm LINDE Q Ha94 

j .;Y 
.C- 

% 

,/' 

, .,' 

Ca------ \ . W- 

,, ---- --. 'F \ 

-1- 

'h. 

'<.~ r ' \, 
I \ 



nie Drachenkurve eiiistehi duich f~~-tgeserzrzr ~apiei-fairen. wenn inan 

- - ---- - - - -.- einenn Lan~en Streifen Pczpier i r n ~ ~ ~ e r  lirnks rlber r-ectltr. faItet, dann jeder] Knick 
iecheivii~klig hiixsteiit ~aiicI von oben:. beti-achtet Beim handwierkiichen Falten 
verliei-1 man schon bdd die Ubersicht, aber aufKaropapier- kann man gewisse 

Drachen S ~ u f n  O Gesetzmaßipkeiten entdecken 

/ 

/ 'I 

'\ 

,' Linksknicks als 1 
, ,/ und Rechtski~icks 

als 0, 

so ergeben sich 
nacheinander 

0, 
100, 

1100100, 
110110001100100, 

zachen S t u f e  7 rachen Stufe 9 

101100111001000110110001100100 
u.s.w., Zahlen, die man ganz leicht immer weiter 
schreiben kann. Die entstehenden Zahlen lassen 
sich als Dualzahlen interpretieren. 
Dann konvergieren Sie gegen die sogenannte 
Papierfaltungszahl. 
Manchmal wird die in Stufe 15 annähernd 

abgebildete Grenzfigur der Drachen genannt, 

ihr Rand ist dann die Drachenkurve 

Man kann auch mit Varianten herum probieren 
Nimmt man Stufe 2 als Initiator und Stufe 3 als prachen Sture lPrachen Stufe l 3  1 Generator. so erhält man den Zwillingsdrachen, - 
dessen Rand eine Kochkurven-Variante mit dem 
Generator +F--FF++F- ist (+ = 45 "). 

In dem Buch "Dino-Park" von Chrichton, das als 
"Jurassic Park" verfilmt worden ist, werden die 
Kapitel mit den Stufen des Drachenfraktals 

rachen Stufe 14 rachen Stu fe  15 eingeleitet. 



Prof' Dr Dorte Haftendorr? wwn uni-luenebi~rc delmathe-letlramt 5 Nov 96, Apr 2005 

Als kindeiimayersystem wird der Drachen so 
beschrieben: Drachen 1 100 und 
Axiom F B  Drachen 2 100 
Regeln F-> ( S I C I ~ ~ S )  

A - > - F A + + F B -  
B - > + F A - - F B +  

Die Bausteine A und B sind leer. 
Die Ubersetzung in Logo geht direkt. 
(Winlogo, Ottel Dümmlers) 
In anderen Logoversionen etwas andere Syntax. 

PR aaa :n :xPR 
wenn :n=O dann rk 
re 45 B:n-1 :X aaa (:n-I) :x*:r 
li 45 li 45 B : n - 1  :X bbb :n-1 :x*:r 
re 45 

ENDE 
PR bbb :n :X 

wenn :n=O dann rk 
li 45 flT :n-1 :X aaa :n-1 :x*:r 
re 45 re 45 flT:n-1 :X bbb :n-1 :x*:r 
li 45 

ENDE 
PR fff :n :X 

wenn :n=O dann vw :X rk 
ENDE 

PR drachen :n :X 
setze "r" 112"qw 2 
wenn :n=O dann flT:n :X rk 
bbb :n :X 

ENDE 
PR start 
bild punkt 100 100 re 90 vi 

ENDE 

Dargestellt sind oben die Stufen 6 und 7, 
dann 1 und 2 und unten 1 1. 
Alle in LOGO mit Länge 100 



Prof Dr Doiie Hafiendorrr 1995. 3005 

Stelle dir eine geometrische Figur voi- 
-W& und c~r-ecke  s ie  dann  mi t  den? & 

Streckfalteor I i  XAge 

84 

Hast du die vorher die Lange L,,, Iai h 

geixssen. so ilar deine Fisur {lachher 
die k-fache Lange FI&he 4t 

Die rechte Abbildung zeigt dir, dass F 
ds 

aber der Flacheiiinhalt kcfach  so groß 
wird, das Volurneii wird sogar k3 -fach ~8~ Volumen 
so gron 
Man sagt -Ydt 

Eine Linie hat die Dimension 1 

Eine Fläche hat die Dimension 2. 

Ein Körper hat die Dimension 3. 

dinn 
Maß = W k 

Wenn wir Länge, Flächeninhalt, Volumen.. . als Mal3 bezeichnen, so gilt offenbar: 

Die "selbstähnlichen" Fraktale haben nun die merkwurdige Eigenschaft, dass sie sich beim Strecken weder wie 
Linien, noch wie Flächen, noch wie Körper verhalten. Man muss bei ihnen zulassen, dass die Dimension nicht 
notwendigerweise ganze Zahl ist. Sie kann also eine Bruchzahl oder eine beliebige Kommazahl sein. Weil 
"fiactum" (lat.) gebrochen, bzw. "fraction" (engl.) Bruch heißt, nennt man diese geometrischen Gebilde 

Fraktale. 
Nicht genug, dass die Fraktale eine Erweiterung des Dimensionsbegriffes erfordern, es sind, je nach Art des 

ensionen" fiir ein Fraktal sinnvoll. 
I: und die Rosdimensian" D genauer kennenlernen. Den 

Bei selbstähnlichen Fraktalen, die sich nicht selbst iiberschneiden, gilt: d = D . 

bestimmt man durch Nachdenken über Bausteinzahl z und Streckfaktor k (s U.) 

Dann rechnet man aus: 
log z d = ---- 
log k 

d ist nur bei selbstähnlichen Figuren sinnvoll. 

D bestimmt man durch Messungen von Fraktalen, die mit verschiedenen Box-Gittern gerastert sind. Bei jeder 
geometrischen Figur, d.h. auch bei jedem Fraktal, kann man D wenigstens näherungsweise bestimmen.(s.u). 
Die Boxdir-8neissisiim ist vor allem fiir die Anwendung des Fraktalbegriffs in den Natunvissenschafien und der 
Medizin wichtig und sinnvoll. 



: Grundükeriegung arn Niltniaushaus 
Prof DI- Dolte Hafiendoi-I? i -i Nmieinbei 1996. Apr- 2005 

Das ist das Haus 
vom Nikolaus 
Es har eine t'h'e~iarige  vor^ etwa i 7 ~ ~ 1 2 .  

einen Flacheninhalt von 5 crn2 

Das sind drei Ftauser 
vorn Nil<oIaus 
Sie sind untereinander kongruenr 
Sie haben eine Weglange voii etwa 3 mal 17 cni, also 5 1 cm, 
und einen Flacheninhalt von 3-5 cm2 

Das sind z = 9 Häuser 
vom Nikolaus. 
Sie sind uiltereiilander koiigruent 
Sie haben eine Weglänge von etwa 2-27 cm, also 153 cm, 
und einen Flächeninhalt von z .5  cm2, also 45 cm2. 

z Häuser haben z-fache Länge 
z-fache Fläche 
z-faches Volumen 

Das ist das dreifach so breite Haus 
vom Nikolaus. 
Es ist den kleinen Häusern ähnlich, Streckfaktor k=3. 
E s  hat eine WegIänge von etwa k 17 Cm, also 5 1 cm, 

eine Breite von k-2 cm, also 6 cm 
und einen Flächeninhalt von kL5 cin2, also 45 cm2. 

Auf das k-fache gestreckte Häuser haben 
k-fache Länge 
k2-fache Fläche 
k3-faches Volumen 

Das Zweigfraktal besteht aus z=5 kleinen Zweigen Jeder hat das Maß MNe,,,. 
Das ganze Zweigfraktal hat daher das Maß 5- M„,,,. -J 

Das Zweigfraktal entsteht aus einem kleinen Zweig durch Streckung mit dem Faktor k=3. I 4  ,lf&g' 
Das ganze Zweigfraktal hat daher das Maß &Y 

,P 
,.$~+~.k. & 

3 . M„, , wenn das Maß eine Länge ist. , . , 2 , .  , , , . . L - ,  2 ,.L. ,.P?-, .L 
" S r '  

32 . MMC, , wenn das Maß eine Fläche ist. - F$-7 . K ,k - .  
1 v - L  

33. MNm , wenn das Maß ein Volumen ist. y.T5;;g 
Keine der Gleichurlgen 5=3, 5=32, 5=33 ist richtig, 
Daher ist das fiir Fraktale sinnvolle Maß weder Länge, noch Fläche, noch Volumen. 

cZ d Erfullbar und sinnvoll ist höchstens die Gleichung z - Maflklein = k - Ma& also Z = k , 

umgeformt: d = ---- log . Dabei ist d die fraktale Dimension eines selbstahnlichen 
log k 

Fraktals. 



Ein Fraktal wird "streng selbstghnlieh" genannt, wenn es aus gleichen Bausteinen besteht, die 
bei passender Vergrößemng genau wie das g m e  Fraktal aussehen. 
Leider kann man nie ein Fraktal genau zeichnen, sondern immer nur in "Stufen". Oft kam man 
ab der 3 Stufe schon sehen und giberlegen wie es nieitergeht, wenn die Stufeozahl immer mehr 
erhöht wird. Die "KochBcLapveN ist in 
dieser Hinsicht schön iBbersichtlich. P" *, -̂&- -"-P---- ---W 

1 i 

Wenn also z Bausteine das ganze Fraktal bilden und jeder Baustein, gestreckt mit 
den1 Faktor k, ebenfalls das ganze Fraktal bildet, dann muss man ein Maß, das 
diese Abbildung "mitmacht", auf zweierlei Arten berechnen können: 

M a e u  = M a l t  - z und Maßneu = Maßalt - kd , also Maßalt t = M a l t  - kd 

d und es folgt : t = k . Dann ergibt sich , Dabei kann log jeder Logarithmus sein. 

log 4 
Für die Kochkurve errechnet man nun: d = - = 1,26 ... als 

log 3 
Selbstahnlichkeits-Dimension. Ubung: Bestimme unten d, wenn es geht. 



Box-Dimension D 

Fraktal derselben Stufe wie irn rnittlereiit Bild. 
Gezeichnet 'ct  weitem Raster. 
Es werden m „, Kästchen getroffen. 

Ausgmgsbild, enges Raster 
Es werden m, Kästchen getroffen. 
Oberlegursg: In dem dicken Rahmen rechts unten 
werden von dem Baustein genau so viele 
Kästchen getroffen, wie im untersten Bild, denn 
das ist eine wirkliche Ausschnittvergrößerung. Die 
Anzahl sei m „. 
Die gestrichelten Masten zeigen, dass sicher gilt: - 

mbau > 3 * ?nbau 

Dies ist also eine wirkliche Ausschnittvergröße- 
1-3 

- 

rung des darüber dick eingerahmten Bausteins. 
Sie ist daher nicht so fein untergliedert wie 
Fraktal derselben Stufe wie das Fraktal in der 
Mitte. (Die Stufe ist um 1 
geringer.) Bei einem wahren (idealen) Fraktal ist 
aber so eine Ausschnittvergrößerung wieder 
genauso wie das wahre ~ r a k t 2 .  
Dem kommt die oberste Zeichnung naher, obwohl 
dort das Fraktal feiner gezeichnet ist, gilt etwa rPtb„ B rPtwea 

Zusammen gilt sicher deutlich: meng > mwea 3 = mweit - k . Also ist die Kochkurve 

keine normale Linie. 

Für das wahre Fraktal ist dann die Gleichung sinnvoll, und der 

Exponent D heißt Boxdimension des Fraktals. 
Bei der Kochkurve und anderen überschneidungsfreien Fraktalen stimmt die Boxdimension D mit 
der Selbst~ichkeitsdimension d überein. Das kann man sich plausibel machen, Beweise gehen 
auf die HausdorfT -Dimension zunick. Im Uberschneidungsfd ist D < d. Damit ist die 
Boxdimension eher als die Selbstahnlichkeitsdimension geeignet, das äußere Erscheinungsbild 
der fraktalen Figur zu beschreiben. Bei 1 < D < 2 ist das Fraktal umso linienhhdicher je dichter 
D an 1 liegt, und umso flächiger, je dichter D an 2 ist. Mit räumlichen Gittern kann man auch 
Boxdimensionen von fraktalen Körpern (Schwämmen, Riffen, Wolken, Baumkronen, Lungen,. .) 
bestimmen. 



Gemessen wird bei einer bestimmten Gittemeite 
W die ZahB m der Kästchen, die vom Fraktal 
getroEen werden. Es gilt die Gesetzmgßigkeit 

D 
"eng - mWeit * k . Hat man mehr 

als zwei Messungen, so ist es sinnvoll, sie 
gemeinsam graphisch auszuwerten. Dazu 
braucht man eine Bemgsgröße g, intevretierbar 
als Pixelbreite des Fraktds. 
Aus dem Bild rechts ist (mit Operatoren) direkt 
ablesbar: 

memg - also - - - -  
D 

W - - 1 Die beiden Einsen in dem Bruch beziehen sich darauf. dass 
'eng ' w 2  1 

man als weites Raster auch den unteren Kasten nehmen kann. Kasten, der von dem Fraktal getroffen 
wird, Streckfaktor 1 auf sich selbst. 
Damit ist die Kennzeichnung von eng und weit unnötig geworden. Der Streckfaktor von der 

Rastenveite auf die ganze Weite g sei nun k „, . Dann gilt: m = k D = (q. 
Dies ist in doppelt-logarithmischer Auftragung eine Ursprungsgerade. Die Gleichung ist aber 
streng genommen nur richtig fiir m -t bei dem wahren Fraktal. Es zeigt sich auch, dass 
wirklich erzeugte Messpunkte zwar mit erfi-eulicher Genauigkeit in doppelt-logarithmischer 
Darstellung auf einer Geraden liegen, jedoch nicht auf einer Ursprungsgeraden. Dieses Verhalten 
kann man erklären und merkt dabei, dass die Steigung dieser Geraden aber weiterhin D ist.(s.u.) 
Durchführung der Messung: 

Zahle auf dem Blatt mit dem gerasterten Fraktal sorgfältig, wie viele Kästchen von dem 
Fraktal "betreten" werden. 

@ Bestimme eine Bemgsgröße g . Eins der Raster mit Weite W sei K Kästchen breit. Dann ist g=K - W. 

durch ~inzei ihnun~ eines ~teibn~sdreiecks.  
@ Die Steigung ist der gesuchte Messwert für die Boxdimension des Fraktals. 
8 Grenzen des Verfahrens: a) Die Gittenveite muss deutlich kleiner als das Fraktal, aber 

größer als die kleinste Schrittweite des Fraktals bei dieser Stufe sein. 
b) Gezeichnet ist nie das wahre Fraktal, sondern eine Stufe. Diese muss schon 

@ Lege eine Tabelle an: 

wesentliche Merkmale des wahren Fraktals aufweisen. 
C) Die zufällige Lage des Fraktals im Raster erzeugt Schwankungen der Messpunkte. 

5 

Log m 

1,9822 

Weiter-hren f?r alle Messungen an diesem Fraktal 
Trage die Wertepaare aus den Spalten 3 und 5 in einem Koordinatensystem ein. 

6) Lege mit Augenmaß eine Ausgleichsgerade durch die Punkte. Bestimme ihre Steigung 

4 

m 

96 

3 

Log(g/Weite) 

1,243 

1 

Weite 

36 

2 

gMeite 

630/36=17,5 



hdesseing der Boxdimenision durch Vergleich ziveier Bilder 

Hat mxn nur zwei gerasterte Fraktalbilder, so Ishnt sich die loganithmische AuRragung nicht. Die 
Bcsxdimension D lässt sich 2us der (gedachten) Steigung bestimmen, die dann mit folgender 
Formel zu berechnen ist: 

k = Str&ckCaktor von kleinen Fitterkaro auf das große Gtterkaro 

0 rn = hz ;ah l  der getroffenen Karos im engen Gitter 

n = Phnzahl der getroffenen -- -W Karos - im - weiten - Gitter 

log m - log n D = 
log k 

Mier: D = 
log m - log n - - log 434 - log 60 = 

log k log 4 
D i e  S e l b s t ä h n l i c h k e i t s d i m e n s i o n  i s t  i n  d i e s e m  F a l l :  

d = log - - log = 1,46. 
log k' 1% 3 





Haus vom Niko laus  

2 .54 i~~il, i/M. 

Haus vom Niko laus  
>, /f/ u;16 



Haus des Nikolaus 

01.ii[6-i] :-= 

Gesamtmaß: K =35 W = 18 g = 6 3 0  

Die Steigung dieser Geraden ist eine Näherung für die Boxdimension. 

Seite 1 Logadat4 Sa Okt 14 1995 Dr. Dörte Hafiendorn 







Achtung, bei Anderurig der- Daten hier Zeichenbereiche aiipassen und Uberschr ift  andern 

Graphics- 

3 t  

Busch 4 



Busch 4 

Gesamtmaß: K =35 W = 18 g = 630 Umrechnung k = 630: Weite 

Die Steigung dieser Geraden ist eine Näherung für die Boxdimension. 

Seite 1 Logadat4 Sa Okt 14 1995 Dr. Dörte Haftendorn 



5 ; Dolde f 

StnngFom["Gesamtmaß: K =" W = " g = " Umrechnung k = ": Weitefl,K7W7g,g] 
MatnxFom[(rohDaten,daten,dopLgDaten)] 
gerade 

Gesamtmaß: K =79 W = 8 g = 632 Umrechnung k = 632: Weite 

Oi1t/788]:ii\ 4o~rixFovriz - 

4 8 32 2 4 16 12 8 
6 3 110 169 302 4 65 788 

Seite 3 LogadatS Sa Okt 14 1995 Dr. Dörie Haftendem 















C' I I~OS und Fraktale EI Iiekursion EI 

Gezeichnet sind die Trägerfunktionen fur entsprechende rekursiv definierte Folgen. 
Es gilt an„ = f ( a n )  . Als Startwert a, kann jeder Wert genommen werden. In diesen Zeichnungen sollte 

er zwischen 0 und 8 liegen. 
Zeichnerisches Verfahren: Starte bei dem gewählten a,. Wiederhole oft: 

senkrecht zur Kurve, waagerecht zur Winkelhalbierenden 
4 .?, : -, 

'. -, Rechnerisches Verfahren: Starte bei dem gewahlten a,. Berechne a, mit der Formel, notiere und 

speichere n, . Berechne n2rnit der Formel, notiere und speichere n, Und so weiter. 



Dr Doi-te I1aftendo1-n Erste Erfahrungen, Losungen 21 Novenlber 1996 

((fl, (3.9,3.8, 3.6, 3.2, 2.4, 0.8, -2.4, -8.811, 
(B, (0.1, 2.05, 3.025, 3.5125, 3.75625, 3.87812, 3.93906, 3.9695311, 
(B, (0.1, 5.95, 3.025, 4.4875, 3.75625,4.12187, 3.93906,4.03047)), 
(f4, (0.1,7.9,0.1,7.9,0.1, 7.9,0.1,7.9}}, 
(f5, (3.9, 4.2, 3.6,4.8, 2.4, 7.2, -2.4, 16.811, 
(f6, (0. 1,0.395, 1.50199, 4.87997,7.61283, 1.47373,4.80899, 7.6727711, 
(f7, (0.1, 0.263333, 0.679107, 1.65722, 3.5038, 5.25126, 4.81145, 5.1138511, 
(B, (0.1, 0.1975, 0.385248,0,733393, 1.33232,2.22087, 3.20867, 3.8434511, 
(B, (0.1, 1.50199, 7.61283, 4.80899, 1.25538, 7.97273, 0.428873, 5.17619))) 



Analysis und Sek I "Waehstum" Logistische Parabel 
Prof. Dr. Ddrte Hafleridorn, Uni Lüneburg, 5. Juli 2004 

passt zu 
delta x=qkx"(gg-X) 
g=@re-ize (rechter Fixpli-ik) 

Nutzen dieser Euklid-Dynageo-Datei: 
A. Erklärung der Treppchendarstellung (Spinnweb-). 
B. Erkundung der Wirkung von q bei festem g. 
C. Erkundung der Wirkung von g bei festem q. 
D. Bestätigung der links unten genannten Bedingungen für qg. 
E. Überlegungen warum die Konvergenzbedingung so sein muss. 
F. In Analysis kann diese Bedingung errechnet werden. 
G. Überlegungen warum die Beschränktheitsbedingung so sein muss. 
H. Diese Bedingung kann auch in der sek I errechnet werden.(€bnu, die folgenden B.) 
1. Erkundung einer Bedingung für monotones Wachstum der Folge. 
3. Erkundung, wann die Folge gegen 0 strebt. 

Hinweise: 
zu A) Wähle am X-Regler einen Stattwert, hier 2, setze den freien Punkt xO auf X-.(* Verfolge die 
Striche zur Funktion, zur y-Achse, die graphische Spiegelung an der Wh, setze dort XI hin. Setze 
mit dem Regler X- auf XI .*) Wiederhole(*....*) mit ~ 2 ~ x 3  ... 
zu E) Die Steigung im Fixpunkt muss betragsmäßig kleiner 1 sein (siehe Vorübungen mit Geraden). 
zu F) Die Ableitung der Trägerfunktion ist an der Stelle g auf -1 zu setzen. Daraus ist qg zu 
bestimmen. 
zu G) Der Bereich (grün) ist durch die Nullstelle bestimmt. Wenn der Scheitel der Parabel oben 
hinauswandert, kommen Folgenglieder zustande, die auf der x-Achse rechts von der Nullstelle 
liegen. Dann wird der nächtse Wert negativ und die Folge strebt gegen -unendlich 
zu H) Die Nullstelle ist bei g+l/q und die Scheitelstelle auf der Hälfte. Der Scheitelwert muss 
kleiner als g+I/q sein. 
zu I) Die Folge wächst ausschließlich, wenn die Steigung in G riicht negativ ist. 
zu J) Die Folge stebt gegen 0, wenn gs=O ist. 



Definiticsn: Eine Folge heißt 
s t f*@~g reku rsh, 
wenn a, = f(cn,-l) gilt. 
f soll sonst nur Konstanten enthdten. 
Jedes gegebene a, definieri 
zus en mit der rekursiven Fomel 
eine neue Folge. D gibt es die 

erfunktion f der Folge, deren 
onstem durch Einsetzen von X anstelle 

der Folgenglieder entsteht. 

Der Fixpu& a ist 

a ~ ~ i e h e n d ,  wem gilt 

u&lxer Art, wem gilt 

abstoßend, wenn gilt ( f '(@)I > 1 

Beispiel Logistische Parabel 
- 

@@ - - an-l * (1 - ) hat die Trägerfwiktion f ( X )  = - X - (1 - X )  

Sei r>O. Wichtig ist das Intervall [O, 11. Startwerte sollen in diesem Intervall liegen. 

Fragen: 
@ Welche Fixpunkte hat {%) ? 

@ Welche Steigung hat f, in den Fixpuzk-ten? 

@ Für welche r gibt es zwei / einen / keinen anziehenden Fixpunkt im Intervall [O, I]? 

@ Für welches r hat die Parabel den maximalen Wert l? Was bedeutet es fur die Folge, 
wenn r noch größer wird? 

@ g mit g ( x )  = f (f ( X ) )  = ( f  63 f )  ( X )  heißt die zweifach Iterierte von f. 

Welches ist die zweifach Iterierte der logistischen Parabel, welchen Graphen hat sie? 
(Z.B. fiir r=3,5) Untersuchen Sie möglichst mit CAS, (Computer-Algebra-System oder 
Graphikzeichner), welche Wirkung r auf die zweifach Iterierte hat und überlegen Sie, 
was das -- fiir . die Folgen bedeutet. -------P- - - 
T- - -io*rU=&~~-----n@I- .* - -"Z> - " W % V & L  z- , < -4-&. K --.Pa W- - -cP a <-- n-?G/&&s% X %s-". --d-%v3x m---* *=LA fl-s- B-r %z"-'", - W -Te** 

Weitere Beispiele lassen sich leicht finden. Man braucht lediglich eine von einem 
Parameter abhängige Kurvenschar, die fiir irgendwelche Parametenverte die 
Winkelhalbierende schneidet. Wenn dann die Steigung irn Schnittpunkt sowohl Werte 
annimmt, die betragsmaßig kleiner 1 sind, als auch solche, die betragsmsißig größer als 1 
sind, dann gibt es alle an der logistischen Parabel beobachteten Phänomene, 
insbesondere auch ein Attraktor-Diagratnm (=Feigenbaum-Diagramm) mit 
Bifixkationskaskade. Das beste schulgemaße Werkzeug herfiir ist Turboplot 
vaji~w .iU-i-boipIo~.dc , beschrreben auch in 1 ~ 1 v v 3 7  Llnl-lsaeiiebvrg cle/ri?aihe-iei CI a a .  
Insbesondere können Lernende selbst solche Kurven erfinden und erkunden. 
Besonders einfach sind Parabelscharen, aber auch Heron-Verfahren, rekursiv formulierte 
Schmttprobleme wie X = r c o s ( x )  u.s.w. 



Logistische Parabel Zwei Rekursionsdarst 

Logistische Parabel 
- - * (1 - @i8-1) 

~ ( x ) " P - x . ( ~ - x )  
$$ ist die Trägefiktian &I- die rekursive 
Folge an . 
Die logistische Gleichung beschreibt 
viele Vorgänge in Natur und Technik. 
Insbesondere in der Biologie kam man 
an deuten als Bevölkemngszahl z.B. einer 
Mäusepopulation in einem begrenzten 
Eebensraum. Der Parameter r ist dann aus - -.-- 

Geburten- und Sterberate zusamrnen- 
gesetzt, mit n ist die Zyklus-Zeit, etwa 
Wochen, gemeint. Die logistische Glei- 
chung sagt dann aus, dass die Bevölke- 
rungszahl proportional ist zum Produkt 
aus (momentaner) Bevölkemngszahl und 
"Abstand von der Bevölkemngsgrenze. 

Wie sich die Folge verhält, wird rechts auf 
zwei Arten dargestellt. Links ist a„ über 

, aufgetragen. Man nennt die 
Darstellung auch Spinnwebverfahren, 
Web-Darstellung, Phasendiagramm. 
Man startet bei beliebigem a, und 
zeichnet immer abwechselnd senkrecht 
zur Kuwe und waagerecht zur Winkel- 
halbierenden. 
Rechts sind die so zustandegekornrnenen 
Bevölkemngszahlen über der Zeit n 
aufgetragen. 
Das Verhalten der Folge wird im 
Wesentlichen von dem Parameter r 
beeinfiusst. 
Für O<r 2 1 konvergiert die Folge gegen 0. 
Für 1 Cr13 konvergiert die Folge gegen 
den rechten Schnittpunkt mit der Winkel- 
halbierenden. Er ist dann anziehender 
Fixpunkt. Das ist er namlich genau so- 
lange, wie die Steigung von f im 
Schnittpunkt betragsmaßig Meiner ist als 
1. Für r< 1 schneidet die Parabel rechts nicht. 

Für 3<r treten zuerst mehrere 
Häufungspunkte auf, ab r=3,57 verhält 
sich die Folge chaotisch. 



Rekursive FO rkundu~agsauigabe 

Prof Ds Dorte Haftendot-r?. Ilni ~ u o ~ e b u r g  , 27 Aprtl 2003 

Suchen Sie die gezeigten Eigenschaften 
zu beschreiben und 
mit Zahlen zu versehen. 
Erkunden Sie in Teerboplot, 
rechnen Sie, was Sie können auch genau aus. 

I 

Abbildung 3 

I 
Abbildung 1 

I 

Abbildung 2 

Abbildung 4 

Abbildung 5 



Feigenbaum-Szenario bei der logistischen Parabel 

, . -.: 
>7--s*->; _ II .., , L-; -,*--.,,,, .D,,#,>.- H- , , -.*- vmrde von A4itchel Feigenbaum in den 

fa5r-%tel.." - , - W s  70-iger Jahren zuerst ekntersuc8it. ,: . .iimjnue.6161(i0 

I 
t 

Auf der Hochachse ist von oben nach i 
i 

I unten der Pa-rameter r fiar die logistische 
t 
i - 

Gleichung in einem vorher gewäMten 
Bereich aufgetragen. Die Rechtsachse hat 
X-Werte mischen 0 und 1. 

*";'. - .  ,.: 
. . ' z ' . , , . a . . '  ..,. " . , ' 8 ,  .-..': ' S i :  

Iterationen "m Dunkeln" gerechnet, fur AI__,. . < S _ _ t  . . .-+<,-:;.... ,..'., ... .; .'-..,F:*.;: ., 
.*L.,. , ;  .' :- '-. '- '  '.; 

&& .- . . .::..L. .. .; i;.. ' T  die nächsten 100 Iterationen wird ein 
. . . 

. . . . . 

Punkt in die Zeile gezeichnet. Wenn die +<. r,.... , .: ,.a. ,, ;, , :*: :, C..:,,:> 
" V.. . . " : .. . . . . .  

Folge fur dieses r konvergiert, sieht man 
nur das 200ste Pixel. 
Beim oberen Bild geht r von 2,9 (oben) 
bis 4 (unten). Bei r=3 tritt die erste 
Bifurkation auf. Man sieht für die nun 
folgenden r das 199ste und 200ste Pixel. 
Es liegen zwei Häufungswerte vor, bis r 
auf 3,449489. .. angewachsen ist. 
Diesen genauen Wert fiir r kann man aus 
den Schnitt-Steigungen der 2. Iterierten 
von f gewinnen. 
Es folgt eine Bifurkationskaskade, das 
Verhältnis der r-Abstände konvergiert 
gegen eine mathematische universelle 
Konstante, die Feigenbaum-Konstante 
6=4,6692016091 .... 
Der Eintritt ins Chaos erfolgt bei 
r=3,5699456.. . Das ist hier daran 
sichtbar, dass die gezeichneten Pixel von 
Nr. 101 bis 200 als breites Band sichtbar 
werden. 
In dem chaotischen Bereich gibt es aber 
immer wieder Inseln der Ruhe. In ihnen 
sind zunächst wieder wenige 
Häufungspunkte zu sehen. Deren Zahl ist 
nun aber keine reine Zweierpotenz mehr. 
Dann folgt wieder eine Bifurka- 
tionskaskade und erneuter Eintritt ins 
Chaos. 
Mathematisches Chaos ist gekennzeichnet durch Sensitivität in den Anfangsbedingungen: Zwei 
beliebig dicht startende Punkte können im betrachteten Bereich beliebig weit auseinander wandern. 
Mathematisches Chaos hat die Mischungseigenschaft: Zu zwei beliebigen offenen Intervalln I und J kann 
man in J Punkte finden, die in I gestartet sind. 
In mathematischem Chaos gibt es periodische Punkte und die "liegen dicht". Diese Eigenschaft ist mit 
Computern nicht zu prüfen. Sie geht in der Rechenungenauigkeit unter. 



Ing-math &Pbungera zur Rekursion Ueb.: -2- 
Prof. Dr Borte Haftmndat-n. Unrvsrcrtat Lüt7ebl~t-g 16 J anuai 2006 

Aufgabe 3 zur Rekursion 
2 f(x)=-r(x-2) + 3  

Dies ist die Trägerfunktion einer rekursiv gegebenen 
Folge. Oben sind die Graphen für r=l, r=0,5, rechts r-2. 

a) Notieren Sie die Rekusionsformel für an . 
Berechnen Sie für r-I und den Startwert ao=l drei 
Folgenglieder und verfoigen Sie diese graphisch 
im linken oberen Bild. 

b) Entscheiden Sie welche Fixpunkte anziehend und 
welche abstoßend sind (nach Sicht und 
dranschreiben). Berechnen Sie bei einem der 
Beispiele die Fixpunkte und entscheiden Sie die 
vorige Frage rechnerisch. 

C) Markieren Sie beim rechten oberen Graphen auf 
der x-Achse Bereiche für Starhuerte: 

a. bei denen die Folge sicher konvergiert 
b. bei denen die Folge sicher divergiert 

Markieren Sie die Tefferfälle. 
d) d) Markieren Sie beim rechten und beim 

obereb linken Graphen auf der x-Achse je zwei 
Bereiche für Startwerte: 

a. bei denen die Folge unklares Verhalten zeigt, Chaosbereich. 
b. bei denen die Folge gegen unendlich strebt. 

e) Erläutern Sie, wie das Feigenbaumdiagramm (rechts) 
zustande kommt Wie hängt die erste Bifurkation mit 
Ihren obigen Betrachtungen zusammen? Y 



Rekursion Aufgabenblatt Thema: Parabel~i Ha 95 
Welche de-r folgenden Parabeln isthier gezeichnet ? 

Welche Rekursionsfonxel gehört zu dem voll dir gewal-ilten Funktionstei~la'? 
Startwert ist x,=0,2 . Berechne 5 Werie. 
Wälile andere Startwerte, auch außerlialb des hier gezeiclineteil Bereicl-is. Berecline und 
zeichne, wie die Folge sich verhält. Zeicl-ine d a n ~  die Parabel ins HeR. 
Sclineidet der Graph weiter rechts 110~11 einmal die Wiiikelhalbierende? Wem ja: wo? 
Wenn nein: wanim? 

Dies ist maUie~rzkupara.afg 



Rekursion Aufgabenblatt Allerlei Parabeln Ha 95 

Aufgabe 1 Gegeben ist die Pnrabei P ( I ) - ( X - 2:s )? 1.7 3 
a) Zeichne die Parabel 

b) Sie ist Trägerfinktion der Folge X„ mit X ,  ( , - 2,s )? 3- 1,75 
C) Welche Folge ergibt sich, wenn man mit X„ - 1,5 startet7 (6 Werte mind.) 
d) Bestimme die Fixpunkte der Folge. Welcher ist abstoßend, welcher anziehend'? 
e) Für welche Startweite gelangt nian zum anziehenden Fixpunkt? 
f) Für welche Startwerte gelangt man zuni abstoßenden Fixpunkt? 
g) Für welche Startwerte strebt die Folge ins Unendliche? 

I Aufgabe 2 Gegeben ist die Parabel p ( X ) = - ( X - 5 )2 4- 2 
4 

a) Zeichne die Parabel . 
1 

- I 
b) Sie ist Trigerfunktion der Folge X, mit X j7c71 - - ( X(,// - 5 ) ' + 2  

4 
C) Welche Folge ergibt sich, wem inan mit X, = 10 startet? (8 Werte mind ) 
d) Bestimme die Fixpunkte der Folge Welcher ist abstoßend, welcher anziehend9 
e) Fur welche Startwerte gelangt man zum anziehenden Fixpunkt? 
f )  Fur welche Startwerte gelangt man zum abstoßenden Fixpunkt? 
g) Fur welche Startwerte strebt die Folge ins Unendliche? 

333 Aufgabe 3 Gegeben ist die Parabel p ( X ) = - X ( 4 - X) 
4 

a) Zeichne die Parabel . 
fi * 

b) Sie ist Trägerfuiiktion der Folge X, mit Xnezr 
- 3 3 3  - -  

X,/, ( - xo,) 4 
C) Welche Folge ergibt sich, wenn man mit x, =1 startet? (10 Werte mind.) 
d) Bestimme die Fixpunkte der Folge. Welcher ist abstoßend, welcher anziehend? 
e) Für welche Startwerte gelangt man zum anziehenden bnv. abstoßenden Fixpunkt? 
g) Für welche Startwerte strebt die Folge ins Unendliche? 
h) Gibt es Startwerte, bei denen sich das Verhalten der Folge nicht entscheiden läßt? 
i) Fällt dir ein besonderes Verhalten auf? Was ist, wenn du statt 3,3 3,8 schreibst? 

Aufgabe 4 Gegeben sind viele Parabeln pc ( X ) = X + C , fur jedes C eine andere. 

a) Zeichne in verschiedenen Farben mehrere von ihnen ein 
Für welche C existert ein anziehender Fixpunkt? 
Markiere diese C auf der y-Achse in dickem Schwarz. 
Spiegelst du dieses Stück an der Winkelhalbierenden, so hast 
du gerade ein Stück aus dem dicken Bauch des "Apfelmännchens" 
gezeichnet. Es ist das Stück auf der Symmetrieachse vom Hals bi 
rechts das einheitliche Schwarz aufhört. 
Das Innere des Apfelmännchnens besteht aus allen Punkten C, f5r die 

2 
die Folge mit der Rekursionsformel ZneiL = Zalt + C nicht ins 

Unendliche entschwindet. Dabei ist z aber eine sogenannte komplexe 
Zahl, dargestellt durch einen Punkt in der "Gaußschen Zahlenebene" 
Unser normaler Zahlenstrahl ist davon eine Teilmenge, nämlich dieL - - 

Symmetrieachse des Apfelmännchens. 
Dies ist niathe\parahcln.afg 



a "  
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Dr. Döste H2Lfiei~dorn C S  I I ~ ~ ~ - . i s - ~ i c i i g  4 Teil 1 26. Juni I997 

p „C-, " " ,j-,- - 1 ~ ~ a b e  1 ~ ~ n u r s i v e  Folge: Q;; - - ( Q - 502 
4 

Leicilneri Sie die Tragerfun?ktion in einein größeren als dem dai-gesteliten 
Bereich 
Berechnen Sie dre Fixpunkte der rehui-siv definierten Folge Entscheiden Sie, 
falls n~ogiicli. uelcher der Fixpunkte anziehend, welcher abstonend ist 
Markieren Sie auf der x-Achse Bereiche &I- Staltweite bestimmt divergenter 
und konvergenter Fol~en,  bzw Folgen unltlaren Verhaltens Zeichnen Sie noch 

typische "Treppchen" ein 
Es gibt den Satz. " Monotone und beschrankte Folgen sind konvergenr " 
Sehen Sie hier Teilfolgen, auf die Sie diesen Satz a!~wenden ltonnen? 

Aufgabe 2 zum Schnitt zweier Kurven, diverse Verfahren 
Berechnen Sie den Schnittpunkt der Kosinusfunktion mit der Hauptwinkelhalbierenden 
A) direkt, indem Sie aus der Schnittpunktgleichung eine rekursive Folge machen, 
B) mit dem Newtonverfahren. 
C) Erläutern Sie zeichnerisch an einer groben Skizze das Verhalten des Sekantenverfahrens in diesem Fall 
D) Welches der Verfahren konvergiert am schnellsten? 
E) Warum funktioniert Methode A) nicht, wenn man statt dessen .f(x)=2 cos x betrachtet? 

Aufgabe 3 zur Taylorreihen 
Bestimmen Sie eine Näherungsparabel um x=O fiir die Kosinushyperbolikusfunktion mit Hilfe der 
Taylorreihe. Machen Sie eine Skizze. 
Prüfen Sie, wie gut die Parabel noch bei x=l ist 
Was miisste man tun, uin eine bessere Näherungsfunktion zu erhalten? 
Wird der Konvergenzradius der Taylorentwicklung unendlich oder endlich sein? 
Sind Probleme zu erwarten? 
Nennen Sie ein Beispiel, wo der Konvergenzradius sicher endlich ist. 

Aufgabe 4 zu Polynomen 4. Grades 
Erzeugen Sie aus zwei doppelten konkret ausgesuchten Nullstellen ein Polynom 4. Grades. 
Weisen Sie nach, dass die Wendetangente die Kurve an einer Stelle schneidet, die sich aus dein Abstand 
der Wendepunkte ergibt. 
Warum ist die Wendestelle 3-fache Schnittstelle des obigen Schnittproblems? 
Warum ist es nicht wesentlich, dass man oben mit konkrete Nullstellenwerten gerechnet hat U nd nicht 
allgemeinen Werten. 
Wie lässt sich die Aufgabe verallgemeinern? 



- r 
- 

k-a 
@ i:m 

a) 'Weisen Sie nach, dass diese rekursive Folge fiir positive r 

den Fkpunlct l2 = >iJ hat 

b) Rechts ist die Webdarstellung ffiar F 8 gezeichnet. 
Um welches k handelt es sich dann offensichtlich? 
Verfolgen Sie die hier dargestellten Folgenwerte rechnerisch 
vier Schritte weit (als Dezimalzahlen). 

C) Entwickeln Sie in einer eigenen Zeichnung den Graphen der 
1 2 3 4 5 

irägerhnktion f( X) = L + 5) als Mittelwert 
2 

zweier einfacherer Funktionen. Sie können sich auch fur eine Darstellung als Summe zweier Funktionen 
entscheiden. 
Wie ändert sich der Graph vonA wenn k wächst? (Beschreiben, grobe Skizze) 

d) Der in a) berechnete Fixpunkt ist nicht immer anziehend. Berechnen Sie genau, fur welche k und r er 
anziehend und fur welche er abstoßend ist. 

e) Für = 8 und k = 6 erhält man fur die Trägerfunktion 2.15 

f und fur die zweite Iterierte folgende Graphen: 2 . 5  

2.25 

Die zweite Iterierte ist = f (f (X)) . 2 . 

Erläutern Sie den Zusammenhang und begründen Sie das l.x 

Verhalten der Folge qualitativ. 1.5 

1.75 

e) Bei der logistischen Parabel haben Sie ein 
"Feigenbaum-Diagramm" kennen gelernt. Es heiß auch 
"Attraktor-Diagramm" 
In gleicher Weise entsteht hier ein "Heron-Feigenbaum- 
Diagramm", wenn k variiert wird. Im Bild zeigt die Rechtsachse 
k von 3 bis 6. 
Erläutern Sie das Zustandekommen der Graphik. 
Was sagen die Verzeigungsstellen aus? 
Wo finden sich die betrachteten Fälle wieder? 



Uuinversit&"eeünebury !4alk~irta'tik ~db~kdL 
Erste Stmatsprüftt ng für d ~ s  Lehramt an Grtnnd- Haupt- und R-;ie~lschtrEe~% 
Prof Dr DOrte H~lafietsdcsrrt Fruhjahr 2007 

Aufgabe Rekursive Vedahren, Hsr~n-~dedahren 
In den Schtotbuchern wird heute hgubg das i3rvh0n.Verfahrei.r I-trr Bes'timi~iu,ng von 

/ \ 

Quadratwurzeln vorgestellt Es hat die T~ägerlunktion f mit ,f (,X) = L/ x -I- :- j 
21 X /  

1 )  Geben Sie die zugehörige rekursive Formel an und berechnen Sie fUr r=2 für den 
StaWed -k drei Weyae. 

2) Zeichnen Sie die Trägerfunktion, zeigen und erklären Sie, wie Folgenwet-ee graphisch 
gewonnen werden. 

3) Beweisen Sie, dass x ,~  = & Fixpunkt ist, und dass für alle Radikanden r 
superschnelle Konvergenz voriiegt. 

4) Wie kann man auf Schulniveau erkären, wie Heron die Fomel gefunden haben 
könnte. 

5) Für höhere Wurzeln führt die Erklärung aus 4) zu 

der Trägerfunktion h mit h(x) = X + - :I 
Beweisen Sie, dass X, = 5 Fixpunkt ist, 

Skizzieren Sie grob (im Prinzip) diese Annäherung 
im Spinnweb-Graphen. 

6) Irri lnternet war folgende Trägerfunktion für die 
Bestimmung höherer Wurzeln zu finden: 

r 
(k - 1) X + -1. Nebenstehend 

k-1 

sind für r = 8 und k = 3 Folgenwerte dargestellt. 
Diese Trägerfunktion stammt aus dem 

k 
Newtonverfahren für die Nullstelle der Funktion p mit p(x) = X - r . Damit muss 
die Konvergenz hier superschnell sein. Zeigen Sie an der zweiten Liste, woran man 
das sehen kann. Weitere Beweise hierzu sind nicht verlangt. 

7) Vergleichen Sie die Konvergenzgeschwindigkeiten beider Verfahren und bestimmen 
Sie für die h-Formel aus 5) die Steigung im Fixpunkt in Abhängigleit von k. Für welche 
k liegt Konvergenz vor? 

8) Erklären Sie, wie das 
Feigenbaumdiagramm zur h- 
Formel aus 5) zustande 
kommt. Deuten Sie 5) und 7) 
an dem Diagramm. 
Warum gibt es für die g- 
Formel aus 6) kein 
Feigenbaumdiagramm? 



8aatsexarßen-Folgen und Rekuisiovr Kosinus 
Prof. DP. Daae Hafiendorn: UrrivsrsitBt hüneburg, Mai 2006 

d 
Es ist die Schar r f :. mii (X) = cosl k x2 ' eben. 

h / 0-4- 
a) Ewbvickeln Sie die Grapheo hierzu als Verkettung. Becchreikn Sie die Graphen in 

i , .,. , , - - x a *  .-. , + . , , , f,, J--.-, ,-4- ,,E r- wofien. Gehen Cie auf dieses 'i " '" '"-2 ' V + b' t'k % :c?4 

vom Graphenzeichner gelieferte Bild ein: 
b) Fassen Sie die f als Trdge~unktian von rekursiven F ~ i g e n  auf. 

i p F'' 
/i 

Berechnen Sie für k=1 und Stamerk 0,2 fünf Foigenglieder und erläutern Sie den 
zugehörigen Web-Graphen. 

C) Bestimmen Sie den Fixpunkt für k= l  mit zwei verschiedenen Methoden und zeigen Sie 
auf m e i  Arten, dass es sich um einen anziehenden Fixpunkt handelt. (Eine Ableitung ist 
„von I-land" zu zeigen.) 

d) Bestimmen Sie exakt ein k so, dass das erste linke Minimum von fk  in den Punkt 

M=(-11-1) fällt. Erläutern Sie, warum M dann ein Fixpunkt mit superschneller Konvergenz 
ist. Skizzieren Sie das Verhalten der Folgen mit Startwerten in der Nähe von -1. 

e) Sie sehen rechts einen Teil I 
des Feigenbaumdiagramms 
für diese Schar. 

a. Erläutern Sie das 
Zustandekommen 
eines 

<C': .Y 

Feigenbaumdiagramm : f 

s grundsätzlich. 
b. Erläutern Sie das 

Verhalten bei den 
* 

$41 y\k ;3 beiden liriken Pfeilen. . P..j $$-. 

Stellen Sie eine -4 
Verbindung zu Obigem I 2 3 4 

her. 
C. Der senkrechte blaue Strich ist bei k=4,7. Klären Sie das Verhalten an den beiden 

rechten Pfeilen durch eine geeignete Untersuchung mit Ihrem Folgenmeichner. 
Beziehen Sie auch den rechten Graphen der 2. Iterieren in Ihre Betrachtungen ein. 
Die Berührung rechts sieht im Zoom 
so aus. / 

f) Wie geht das Feigenbaumdiagramm über 
den gezeichneten Bereich hinaus rechts 
und links weiter? Y- 

// 
Dies ist eine von 3 Aufgaben für 4 Std., 
TI woyage vorhanden 



Fraktale G-eg%metrie Sierpinski-Dreieck als IFS 

Ilufnei-,..:I:snktale iiild Suliarne~lgci~~ISBN 3-8 171-1564-4 

Erklärung: Urbild ist das große Quadrat aus 16 kleinen Quadraten. Der Ursprung 
ist llnks unten. Der oberste grune Punkt hat die Koordinaten (1,O). 
Drei Abbildungen sind durch drei auf halbe Länge verkleinerte Quadrate 

gekennzeichnet. Sie bilden den Ursprung auf (0,0), auf (0.510) und auf($ &) 
ab. Letzteres ist nötig, damit das obere Dreieck genau an der Spitze des linken 
anfängt. So ist die "Geometrie" des Sierpinslu-Dreiecks genau erfasst. 
Wer den geometrischen Aufbau eines IFS.Fraktals erfasst, hat auch die 
Abbildungen. 
Lohnende Experimente: Was passiert, wenn man den Ursprungs-Bildpunkt der 
letzen Abbildung nicht genau platziert? Was ist, wenn man anders als auf die Hälfte 
verkleinert? 



Prof Di Done Hafiendoz-ri 

Cantsr-Staub als IFS 
7 Juli 200-3 

lterielrtes Funktioameaasystem HFS, eindimenasionaler Fall 
Die Fünktioiieii u ~ i d  . J n3i1- 

-<i j 
S 

.- .--. ' 1 
.,X, 1 1- 

J 4 .%",. ': und - , t s - i  
< .' - .~"ci ++ 

werden auf das Intervall [ O , i ]  angewaridt 
und bilden es auf zwei Intervalle der 1 
Länge 113 ab. 
Nun wird "iteriert", also die Ergebnis 
-Intervalle auf die x-Achse gelegt uiid 
"wiederum= iteruin" abgebildet. 
Beim ersten Schritt ist aus dem Startintervall das mittlere 
Drittel herausgenommen worden. 
Beim jedem weiteren Schritt werden aus den 
verbliebenen Resten die mittleren Drittel entfernt. 

Georg Cantor, 1 845- 19 18 gilt als der 
"Begründer" der Mengenlehre und der 
"transfiniten Zahlen". 
Der Cantor-Staub ist ein Beispiel einer 
total unzusammenhängenden Menge ohne "-" 

isolierte Punkte. 
Im Dufner-Programm "Fraktale" in "FraktaleJulia" zeigt - + 

die blaue Senkrechte, die man verschieben kann, die 
dezimale und triadische Entwicklung der Stelle, an der die 
Senkrechte steht. Aus der triadischen Entwicklung einer .2 

Zahl kann man ablesen, in welchen Teilintervallen sie bei 
der Konstruktion der Cantor-Menge liegt. Beispielsweise 
liegen alle Punkte, deren triadische Entwicklung mit 0,2.. . 
beginnt, im rechten Drittel von [O, 11 Erkunden Sie die 
Zusammenhänge, lesen Sie die "Hilfe" 
Man kann zeigen, dass der Cantor-Staub genau aus den 
Zahlen besteht, deren triadische Darstellung nur 2 und 0, 1 

keine 1 ausweist. Dabei ist allerdings zu beachten, dass I 

1 = 0,222222222 .... = 0,T ist. 

Wenn man nun noch alle 2 durch 1 ersetzt, hat inan 
Dualzahlen und zwar sämtliche zwischen 0 und 1. 
Damit ist gezeigt, dass der Cantor-Staub nicht nur unendlich 
viele Punkte enthält, sondern "überabzahlbar unendlich .I I I I I I I I 

viele", also dass er die Mächtigkeit des gesamten 
Intervalles [O, 11, "des Kontinuums", hat. r i  I I  .. .. .. .. .. .. 

Literatur: Dufner, Roser, Unseld: Fraktale und Juliamengen ,,,, B , l s  l l  81 l i t l  

[mit CD], Verlag Harri Deutsch, 



Cha,~s 12,~ld Fra,kt.ale Ifs-Fraktale Wald arn See 

Dieses IFS-Fraktal habe ich 

"Wald am See " genannt. 
Es entsteht dadurch, dass zwel Abbildungen definiert 
werden und dann eln beliebiger Startpunkt mit diesen 
Abbildungen sehr oft abgebildet wird. Für das Wald- 
Fraktal wird das blaue, gestrichelte Rechteckauf das 
rote links oder auf das grüne rechts abgebildet. Die 
rote Abbildung bewirkt Verkleinerung und die Drehung nach links, das grüne Verkleinerung 
das Verriicken nach rechts. 
Der "Wald" ist die Grenzfigur, der Limes, der Attraktor dieses Abbildungsduos. IFS ist die 
Abkürzung für ""iterated .functionsl', Die Form der Grenzfigur hängt allein von den 
Abbildungen ab, die man in dem von mir entwickelten Computerprogramm kreativ und frei 
wählen kann. Dr. Dörte Hnftendom, Johanneum 1994, Uni Liineburg 2 00 5 



Hutchinsonoperator des Barnsleyfams 
10 mal angewendet. Ausgangsbild war der volle Bildschirm. 
Auf ihn werden alle Abbildungen des IFS gemeinsam 
angewendet. Diese Gesamtabbildung bei-ßt "Hutchinson- 
operator. " 
Ein Durchgang dauerte 1995 zuerst etwa 25 Sekunden, dann immer weniger, 
bis zum Farn-Attraktor, dessen Abbildung 14 Sekunden gedauert hat. 2005 
waren das fur alle 10 Anwendungen des Hutchinson-operators 40 Sekunden. 
fam\~oll.wpg 

Mit 40-maliger Anwendung ist die "dicke Spitze" auf 1 Pixel 
zusamn~engeschrumpft. Das kann man auch vorher ausrechnen: 
Der größte der Stauchfaktoren in1 IFS ist 0,85 , 640 Pixel war 
der Bildschirm breit, 640*0,85"1 hat die Lösung n=40 . 
Fazit: jedes beliebige 
Bild landet mit dem 
Hutchinson-Operators 
des Farns auf dem Farn. 



Füi- die Kla~isur 2 1 . Jaiiuar I 997 
. ~ 

Dies ist meine Pagode. Emit\ver-fen Sie ein Ausgangsrechteck 
und als Parallelogi-airinie die nötize Anzahl von aflineii 
Abbildurigen. Zeichnen Sie in das Bild. 
Dieses Bild sei 9 Einheiten bi-eit und 12 Einheiten lioch. 
Schr-eiben Sie die Gleichiing der .Abbildung auf die die ganze 
Pagode al-i'die oberste dieser G I-'agoclei~ abildet. 

Eine dieses Gleichungeii ist 

Markieren Sie den Punkt P 
und bilden Sie ihn init dieser Gleichung ab. 
Zeichnen Sie den Bildpunkt ein. 

Die Pagode ist nicht steng selbstähnlich. Woran sieht man das? 

Bestimmen Sie dennoch die Selbstähnlichkeitsdimmension Ds. 

Aufgabe 3 , die zum Thema Iterationen gehört. 
Statt der Ihnen bekannten logistischen Parabel sehen Sie rechts den sog. "Sägezahn" und die 
Winkelhalbierende Wh. 
Man startct bei q, und zeiduiet abwcdiseliid ni Wii lind n i r  Sägezaiinkurve. 

Die Formel ist xn +, = 2 xn n~odulo 1 , dh. man verdoppelt x und läßt 1 
' Y 

stets weg, was vor dem Komma entsteht. 
a) Verfolgen Sie rechnerisch 7 Schritte weit, was aus 0,7 bzw. 0,11 
wird. 
0,7 ... 
0,11 .... 
Verfolgen Sie ähnliche Anfangswerte auch zeichnerisch (Verwenden Sie 
Farben). 
b) Wählen Sie eng benachbarte Werte, deren Bahnen sehr bald 
auseinanderlaufen. Erläutern Sie an diesem Beipiel die Ihnen bekannte 
Chaos-Definition. 

Aufgabe 4 , in der das Apfelmännehen vorkommt. 
a) Zeichnen Sie ein komplexes Koordinatenkreuz mit der Einheit 5 cm und verfolgen Sie zeichnerisch und 

2 
rechnerisch die Folge z,+~ = Z, + C fhr c = 0,3 + 0,6 i und z,= 0 drei Schritte weit. 

(Lösung: (0, 0.3 + 0.6 I, 0.03 + 0.96 1, -0.6207 + 0.6576 I, 0.25283 1 - 0.216345 1, 
0.3 17118 + 0.490603 1)) 

b) Bei welchem weiteren Verhalten der entstehenden Folge würde man c auf dem Computerbildschirm 
schwarz färben, bei welchem farbig ? 
C) Wie erhält man die Juliamenge zu obigem c ? 
Lösen Sie Fixpunktgleichung z=z2+c mit diesem C. Bestätigen Sie, daß (z1=-0.025395 + 0.570999 1, 
z2= 1.02539 - 0.570999 I) Lösungen sind (den ersten rechnerisch, den zweiten zeichnerisch). 



Abb. 11,12. IA) Arnoldsche Katzen-Abbildung; (B) Itenerte Katzen-Abbildung. 

"Arnolds Katze" ist oben links unten zu sehen. Sie wird mit der affinen Abbildung T verzerrt. Die 
Quadrate, in die das verzerrte Bild reicht, werden übereinander kopiert und ergeben das nächste 
Bild. Es ist neben "Arnolds Katze "zu sehen. 
Nun wird dieser Vorgang oft wiederholt. Da wird das Bild immer mehr "verrührt". 
Es ist daher völlig verblüffend, dass nach etlichen Iterationen der Katzenkopf unversehrt wieder 
auftaucht. 

Schroeder Fraktale,. . . S 272-274 Handrechnungen und 
Eigene Mathematica-Notebooks Beweisüberlegungen 
arnoldsKatzel.nb Eigenvektoren 
Grundlagen, Modulo 10 Zyklen 
arnoldsKatze2.nb 
Probleme mit Nicht-Raster punkten Anpassung an übliche Darstellung 
Weiterfuhrungen, 
Untersuchungen fur andere Moduln Vortrag: Bigalke (Wingst 1994) 

Dr. Dörte Haftendorn Johanneum Juli 1997 



%!sti~ernatik-Verctei~e~~ Komplexe Zahlen rnnd Funktionen Seite I \/on 3 

Komplexe Zahlen airad 

-, 
-- --T - &' - 2% -, 

Die Erweitening 'von den reellen Zahl e ~ l  - - zu den kc-mpIexen -' 
-. - ordnet sich bei den algebraischen Emeitemngen. ein und ist auf der _j 

Seite " ' beschrieben Die wesentlichen .ek 
Definitionen stehen aber auch auf dieser Seite bei "Rechlerr". 

Gaußsche Zahlenebene, Rechnen + - * : 

Darstellung In der Gaußschen Zahlenebene haben die komplexen 
Zahlen die . I 4 -. - - T-< - Gestalt - - L *  (> .$jif (;f./? G 

7 .- - - 
Dabei heißt a der Realteil von z, Re(z) und b der 
Imaginärteil von z Im(z). --.-.---P- 

Der reelle Zahlenstrahl heißt nun "reelle Achse", die 
senkrechte Achse enthält alle reelle Zahlen versehen 

-7 

i- = -1 . 
mit dem Faktor i, wobei ist. 

Strichrechnung Die Addition erfolgt in der Gaußschen Zahlenebene 
entsprechend der Vektoraddition, ebenso die 
Subtraktion 

fi1e://D:hathe-lehramt\algebra\zahlaufbaukomplex\komplex. htm 



Multiplikation: Die 7dt/"8uEtipIikatirs;rn ic"ia!gebrcrisch passend deiinsien 

Division Diese L + 

* b  
- = l ,Ws - 2  nsttvich 

.> 
. < - h - - + üblich I 

L i  - L (-,. - 7 -  X+iybc 
*- 

tieferes 

vollständigiger Körper, der sich aber nicht anordnen lässt. 

Polardarstellung und Eulersche Formel 

Darstellung I 

i 

des Invi 
man ers 
Polarda 
der Invc 
Kreis. 

--T 

( - 1  

Taylorreihen 

Sieht man sich die Taylorreihen von cos, sin und e an, dann erkennt man die 
strukturelle Gleichheit. Die e-Funktion ergibt sich nicht als Summe, da stimmen C 
Vorzeichen nicht. Nimmt man aber nicht t als Argument der e-Funktion sondern i 
so passt es: 

Eulersche 

fi1e://D:hathe-lehramt\a1gebra\zah1aufbaukomplex\komp1ex.htm 



Mathemati k-Verstehen Ko~ilplexe Zahlen üi-d hnkkcioneia 

Formel t die Euleische 
Polar-darstellung 

Seite 3 von 3 

r heint Betrag von z und phi heißt Argument von z, oder (Argument)-Winkel von 

Multiplikation Quadrat bilden: . . - -' . -, 
- - ,. - : i - -  - - ,  Winkel verdoppeln, Betrag quadrieren - = j :  L. j = ,  f 

Produkt bilden: - - - I . ,  . ** 
. + t  =; 7. 5. -' I * /  ,&3 2-  L j =  :. .-f L-. I- 

L - :- - - / 

Beträge multipizieren, Winkel . . 

Division Inverses bilden: 1 1 1 -. ,-+ - - - . -  Kehrwert des Betrages und Negatives des Winkels - - - - - . 
. -. - 

*. -. - -. 
nehmen: - , j 

Quotient bilden _. _ -  - - - -, - - 7  Quotient der Betrage und Differenz der Winkel = ' C 
- - - . &  - . - 1 

nehmen .. .-. -C. - .7 .- L 

Geometrische Erzeugung des Inversen mit Inversion am Kreis 
7 , . ." ?.7 . . - -  . < ..Y, 

.,-.. <. ;-' 3>?:.. i;.:. , . . \L! ::- ,.,-:.:,., - :,; ,!.,:-..,>... : - 
;%:&\, . ! : : ) . .J:; . . ,  /.C: .r..<;.4jj;:;:k. *- ....,.> .L<-.,.: ; ~: ;:>::;; ::-$;! ;;::,:<:;-P;:i;:> S!??  p:>,r;:;s ..-' .> *',... 

>L'-, . , 

.+ 
.Sn Inhalt und Webbetreuung Nov. 2006, update 28. November 2006 gA 
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111- i h r - : C  Hafi cidor i; 

ib;i Aj:f~:oBn15siischc~~ L; c:i;r:i in dei- i:on~pteue:: 7ahienebcne 
3 ::rl(l : sind li:t:i.i;:lr~e /nI:!en GI-undlr,$c ist d:e C;ieici:i:::g 

3 sei tlcr- i3erc:ch dei- i<ornpIexen Ebene, in der ein Bild t.n:stei:en 
soll 
Beim -ipfelmaiinchen wird wird jeder Punkt als ein e aufgehl31 
Weriri dann die Bahri des UI-sprungs z,-0 nach N Schriiten 

besc,h~-änkt bleibt, d.h.  Abstand 2 vom Urspi-~ing nicht 
übcrschreitct, dann wird c schwarz (blau) gefarbt. Sonst erhalt c 
eine Farbe, die der Indexnuinmer entspricht, bei der dieser 
Abstand 2 überschritten wurde. N heißt Iterationstiefe. 
Dabei entsteht das Apfelmännchen mit vielen Farben in der Nähe 
seines Würides. Im oberstes Bild I-eicht die große Ellipse von -2 
bis 1 und von -1,33 i bis +1,33 i .,4lso verläuft die imagiriäre 
Achse etwa rechts neben der oberen und der unteren großen 
Knospe entlang. Die I 

Die anderen Bilder 
sind Ausschnitte. 
Dabei ist die Innen- 
farbe nun hellgrau 
statt blaii. 
Die Iterationstiefe 
war N=5000. 

-eelle Achse ist die Svininetrieachse. 

. . , .  . -. . ., . . . - ..: 
"'. . . + .  , 

. ,.. . 

. , .. , ?  
.~.. .i 
. . . . .. . . ,  

Bel eich -0,52330750 T 0.6881 1162 i links unten 
-0.52330574 T 0.688 1 1408 i rechts oben 

für die beiden kleinen Bilder, also nur 3 Millionstel breit und 
hoch Hier zeicht sich, daß die Farben zwar beliebis sind, aber 

Allgemeinere Mandelbrotmengen (benannt 
dennoch den Eindruck des Bildes stark beeinflussen. Punkt in 

nach B. Mandelbrot) erhalt rrian wenn man einem zusammenhängenden Gebiet einer Farbe habe dieselbe 
als f(z) andere komlexe Funktionen wählt. "Fluchtgeschwindigkeit", der Orbit hat als bei derselben 

Tterationsnummer der Kreis mit Radius 2 velassen. 



Apfelmännchen 
r>m zu neuern Apfelrnännchen 22 Januar 1995 

Diere Itelle hat Björn kh&er (Johanneum) mit fraaint gefunden. 



Apfelinännchen M 
anii zu den sieben Saulen 22 Januar 1995 

Merkwurdigenveise sehen alle Vergrößerungen ab 
Bild 1.3 fast gleich aus. Das letzte Fenster ist nur 
noch 0,3 Milliardstel breit. Falls da doch noch ein! 
Apfelmännchenkern verborgen ist, habe ich ihn nicht 
finden können. Dies ist Apf7säul.txt 



, .- " 

D I ~ , D ~ I - ~ c  ~-~2l f~i~i ld<) t - i l  6ji-~iii"! ;\;;C : , .,.. > . .i i!ii~-iai- i 
, . . ' .. . . 

Aucl: fiir- die Julia:~~e::g,en isr die Bii-~:r,dlagt eine 
:.ei;~:rsi\-c 170:.:i:ei wie z.E. 

P ,, , - ....~ 

7- .! 1 . .  J -I r' + C, 
I ,  i: 

7 ,  , : '. . . 
B ; . . C , ! !  ~ i b i  es eine 3~liag:eiige J c ,  i;ii]iit dlc - -. - 

Bzhii I.r.ii12 iie<itQli Une!idIieh, geji,öi-t so Z ~ J I -  ~ ~ ~ z ~ ~ ~ ~ -  () '5 2- 

anerxge Fc VOII C. Bieib: die Bahn beschrä:?i<t, gehor:. 
z, zi:r Gefa:mgeiserinaei~ge Gc VOTI C .  Der K:,l:d vo:: 

CC an der- Grenze m Fc heißt Jialiawieiage Jc  von c. 
Z ~ i m  Zeichnen wird nun fiir ein festes c jeder Punkt -4 ! 
des Bei-eiches als z, gewählt. z, wird gefai-bt. , 

,k 

Wem die Bahn von 2, nach N Schritten beschränkt 

bleibt, d.11. Abstand 2 vom Ursprung nicht 
überschreitet, dann wird z, schwarz (blau) gefarbt. 

Sonst erhält z, eine Farbe, die der Indexnummer 

entspricht, bei der dieser Abstand 2 überschritten 
wurde. 
Man kann sich vorstellen daß an  jeder Stelle c des 
ApfeBniännciliens eiaa Fenster geöffnet werden 
kann, das die Blick auf die Julianienge Jc freigibt. Es 
bestehen auch enge Zusammenhänge: 
O Wenn C Punkt des Apfelmännchens ist, dann ist 
Jc 2.ll~~ammenhiinge~~d. Die Gefangenenmenge Gc 
ist dann eine Fläche. 
O Wenn C Randpunkt des Apfelmännchens ist, dann 
ist Jc z~asammenhiingend. Die Gefangenenmenge 
Gc stimmt dann aber mit der Juliamenge überein. 
Eine Fläche kommt nicht zusta.nde. 
8 Wenn C Punkt außerhalb des Apfelmännchens ist, 
dann ist ,Tc total unzusammenhiingend, 
staubförmig, nur aus isolierten Punkten bestehend. 
Wieder ist Jc=Gc. 
9 Je dichter c arm Rand des Apfelniännchens liegt, 
desto reicher aerrliedeit ist Jc. 

C = -0,7543 + 0,1 1 30 i auf diesem Blatt. 

Die Fixpunktgleichung 2 = f (2) = 2 + C 
hat die Lösuiigen 

Z 1=-0,503737346 + 0,056290 187 i 
und Z2= 1,503727346 - 0,056290187 i 
Sie sind das Zentrum der großen linken Spirale und 
die äußerste rechte Spitze (linkes Bild). Beide sind 
abstoßende Fixpunkte. 
-21 ist das ~ e n t r u m  der großen rechten Spirale und 

Dieses Bild ist weniger als 1 Milliardstel breit und hoch. -22 ist die äußerste linke Spitze. 



2 &-;'(z) = Z  -k C beschreibt ein komplexe Iteration. 

Wähle C .  Bleiben die Folgenglieder mit Start bei 0 beschränkt: gehöri c zum Apfelm-nnehen. 
Wähle C. Wälile einen Start z0. Bleiben die Folgenglieder beschränkt, gehört z0 zur  
'LGeFanngenenmenge'7 Gc von c. Der Rand der Gefangeneiii11ei1ge ist die Juliamenge $C von C. 

Gc nennt inan auch ""susgef6IBite Juliamenge". 

Wählt man nun C reell ~iiid einen reellen StariwelI~O~ SO sind arich alle 
I 

Colgendeil Werte reell lind man kann sich das Verhalten der Iteration in 
der im Reellen üblichen Art mit dein Spiiii~webverfalirei~ deutlich 
machen. Rechtes Bild aus Turboplot mit f(x) xA2+a, a=1,3, z0=-0,5 

Aufgabe: 
Unten sind Fur drei wesentliche Werte von c=a die Parablen 
gezeichnet. Bestimmen Sie diese Werte durch eigene Herleitung. .k 

Machen Sie sich den Zusammenhang mit dem Attraktordiagrailm klar. 
Im Apfelmännchen ist auf diese Weise nur das Verhalten für c auf der Symmetrieachse ui~tersucht. 
Welche Eigeiischaiien des Apfelmännchens ergeben sich? 
Wie stellt sich die Apfelmämlchen-Einschränkung, dass z0=0 ist, im reellen Iterationsdiagramm dar? 
Was kann man über die Juliamengen der reellen C erfahren'? 
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Apr"Pm5nnrhen im oberen E3ereic.h 
Als kleine I.echtecke sir,U zwei Jü!iapünkte 
cingzzeichnet: 
CI=-i.2+0.89i und ~2=-1.2+0.887i - .. . - .  - . . 
C !legt im ~p~elmännci ien.  uar-.m ist die 
l ~ l ~ ; ~ m e r - ~  1.1 z~sumrr?enhängenc! und es existiert Y U U W " '  .bV Y V ' 
die geli;llt e 1.,1;---- ~ ~ ~ ~ g e  Jgcl, hier blaü gezeichnet. 
c2 liegt neben dem Apfelmäiii~chen. D ä i u i ~ ~  ist die 
.Tuiia.menge .Tc2 i0 ia. i  iinmsammenhängend. 
N m  gar?z greb sehen sich Sie beiden Juliamengen 
1hn1;rh 
LLIIIIIIUII. 

CI 
i I 1 
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Apfelmännchen 
ve~wandte Rekursionen 18 Januar 1995 

Mandelbrot-Rekursion fbr Typ 5 im Apfiulia- 
Programm 
z,+, = (4,8320,655) cosk(z,)+c 
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- - 
15. Januar 1995 

- - - - -. - . - 
^ I "-A-r-%->a*d *UI*i*-eA-v 

Dargestellt sind sind die Attrak- 
tionsgebiete der n-ten Einheits- 
wurzeln in der komplexen Zah- 
lenebene. Der Ursprung ist das 
Symmetriezentmm, die rechte 
obere Ecke ist z=2+ l,5i 

1 !ii 1 ::: ;::2 innen 1 
2.5 n=10 innen 

Erstaunlicherweise gibt es keine 
Randpunkte zwischen je 2 Attrak- 
tionsgebieten, sondern jeder 
Grenzpunkt ist ein n-Länder-Eck 
Diese Grenzpunkte können als 
Urbilder des Ursprungs aufgefaßt 
werden. Sie bilden die 

Juliamenge JR 
der Newtonrekursion R(z). 

In Bild 2.2 ist dagegen darge- 
stellt, wie lange es -  dauert,bis 
entschieden ist, welche der 
3 E i n h e i t s w u r z e l n  

2 
I-n 

4 
I-n 

3 3 zl =I, z2 = e , 4 = e 
der Startwert anstrebt. 

Im Zentrum der Bilder 2.4 und 
2.5 kommt der Computer an seine 
Grenzen, denn der Ursprung ist 
sozusagen das Urbild aller 10- 
Länderecke und fast nur von 10- 
Länderecken umgeben. Daher 
müßte es in seiner Nähe 
besonders bunt aussehen. 

Dateien: newtz3j. . .7j. wpg 
newtz3a. wpg, newtz3ai. wpg 
newtzlOj.wpg, newtlji.wpg 
Erstellt mit FRACTINT.Optionen 
newtonbasin und newton 
Dieser Text: newtonj . txt 
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J"r -r*ie+[ai?liche D ~ f f ~ ~ e ~ ~ ~ i a P g ~ e i c f ~ ~ ~ g ~ ~ ~  DBa;L 
idzValJ& 

E~E-,& GIei~hg~ng mit mindestens einer Ao[eilung (?iner Funktioel f j~_ol.~d ";&';[oR 

se/b& sk-id e+&. der cdei det-,; 'ijsriab{en .. hei@i D i f f e ~ n t a ~ I ~  [ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ g .  .B 

{-igng.t f nur einer. VarBabiefi ab,  liegt eine gsa$#&bEn[ache DEL anderenfa$fs eins 
partielle BGL,. 

Die Ordriung einer DGL iwla die I~Qchste vorkominende Ab$ei%~f_lrngsordnung. Scl2reibl maa-, 
y-$(X), so kommt in vielen far die Anvvewdung idgichligen DGLn hschstens y", j i i  und ,X vor, 
also DGbn bis zur zv~eiten Ordnung. 

Eine DGL der Bauart yll+a(x)yliB(x~F~=gQ~) heiWt lineare DG&. 

Eine BGL der Bauart y l l+~y '+by= ,g f~ )  beigt lineare DGL mit konstanten 

Koeffizienten. Beide DGLn sind von meiter Ordnung. Nur für diesen Typ ist das Lösen 
leicht. (S.U.) 

Entsprechend sind y l+a(x)y=g(x) bm. y l + ~ ~ ~ = ~ ( x )  lineare DGLn erster Ordnung. 

Die rechte Seite g(x) heißt dann Stö~unktioil, 
Ist g(x)=O, heißt die lineare DGL homogen , aiiderenfalls heißt sie irihomogen. 

DGLn, bei deii Produkte aus y, y', .... vorkommen*, heißer1 DGLn höheren Grades. Der 
Grad der DGL ist die maximale Anzatil der y, y', ... Faktoren in den Summanden. 

yy1+x3 y2=sh(x) ist DGL I. Ordnung und 2. Grades. 
* bei polynornialern Aufbau bzgl. y 

Bei nichtlinearen DGLn hat der Begriff homogen (leider) eine andere Bedeutung. Sie sind 
homogen, wenn jeder Summand denselben Grad hat. 

Obige DGL ist homogen, ohne das Quadrat am y wäre sie inhomogen. 
Lösung einer DGL ist eine Funktion, die beim Einsetzten in die DGL eine wahre Aussage 

entstehen Iäßt. 
Gibt man eine einzige Lösung an, so heißt sie pa~iltikuläre Lösung oder spezielle 

Lösung. 
Fasst man alle möglichen Lösungen zu einer Kurvenschar mit frei wählbaren Konstanten 

Ci zusammen, so hat man die allgemeine Lösung der DGL angegeben. 

Nichtlineare DGLn haben manchmal noch zusätzlich sogenannte singuläre Lösungen, die 
sie nicht aus der allgemeinen Lösung durch Einsetzen von Werten für die Konstanten 
ergeben. 

Die DGL I. Ordnung lassen sich meist nach y' auflösen. Dann lassen sie sich gut 
darstellen und verstehen, denn sie 

beschreiben ein Richtungsfeld. 
In diesem Fall kann man sie stets numerisch lösen. (Heun-Verfahren) 

(Ausführlich in MuPAD siehe Internet) Y I C' 

d g l : : = o d e ( y l  [~)-2*y[x]=s~~x],y(x)); //DGE eiaiksagen 

s o l v e  (dgl) 

f a-. . ,, .. J ' i r  r - r t q ~ ;  C 1 3 s ( x ~ ; 1 j  
1 ~ 1 . ~ -  - i: - < 

.. - 



Chaos ~ n d  FriktaBe 6El 5.D>rnamischc Systeme O 
Dn-.Dörte Hakendorn 5 2 L,orenzatt~-aktol- I 5 .  Januar I 995 

l0ren2-Atna ktor erstellt mit Lorenzpas Oiiagq 
Differentialgleichungssystem: 
Die oberen Bilder zeigen den Attrak- 
tor gleichzeitig in drei räumlichen 
Ansichten. In der 2. und 3. Reihe ist 
das Verhalten von benachbarten ver- 
schiedenfarbigen Startpunkten dar- 
gestellt. Besonders bei der Ent- 
stehung kannn man sehen, wie sich 
die Bahnen der Nachbarpunkte auseinanderentwickeln. Insgesamt aber 
werden sie von der Grenzfigur = Limesfigur = Attraktor eingefangen, 
und je länger man beobachtet, desto dichter wird der Attraktor. In 
Wahrheit schneiden sich nie zwei verschiedene dieser Bahnen, was ein 

dx = (-ax+oz ) dt 
dy = (rx - y - xz) dt 
dz = (-bz + xy) dt 

Bildschirm nicht wiedergibt. Auch eine einzelne Bahn hat keine Kreuzungspunkte 
-- - Dateien: loreinz.wpg, lor2creu.wpg, lor 3crme.wpg, lorbuml/2/3.wpg, lonimdwpg, lorbubrl .wpg, 1orbusd.wpg ,lorsanal .wpg 

C?.@ h-k/ ,  7 : ~ 8  .Dies: Lorenztxi 



Röjlltr-Attla ktor erstellt mit Lorenz.pas OHa94 
Differentialgleichungssystem: 
Dargestellt ist das verhalten von benachbarten verschiedenfarbigen 
Startpunkten. Besonders bei der Entstehung kannn man sehen, wie sickdie 
Bahnen der Nachbarpunkte auseinanderentwickeln. Insgesamt aber werden 
sie von der Grenzfigur = Limesfigur = Attraktor eingefangen. 
In Wahrheit schneiden sich nie zwei verschiedene dieser Bahnen, was ein 
Bildschirm nicht wiedergibt. Auch eine einzelne Bahn hat keine 

-- -P-p. P- 

Dateien: roesgard. wpg, roeshoch. wpg, roesbrtl. wpg, roeshutd.wpg ( roeshutl. wpg ) Dies: roessler.txt 
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uo~su~u~~pxog C-uo!suaui!a C-soey=) C- 

ap.u~opua~ey-ayaop-MMM ++ 

 an aas puela!~ uon 6un6!w yaua3 ~aycv~puna~~ - j!~} - 
ap-alla~-~iali~ay-sso~b-sy D'MMM + 

-ua6!yaniapu!u !aq sie ls! ~a(ilo~6 asnwa3 pun 
lsqo uia6!ya~y3oy !~q uo!suaui!a alelyey a!p ssep 'ua6!az 

y3!s lssel OS .uaye6asnuia3 uiay3!1qn sne ualun 
'nequy uay~s!uieuAp-y~s!6o~o!q sne lyoyufi~3 uaqo 

(llelqe~lx3 aqa!~) -1aya~a6sne uaJ y eyaAssayy 
-uo!suaui!a-xog ualayaJaq4ne alny3~ a!p Jn4 „J!U LIOA 
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Sonnenb ume und Go denes Schnitt 

geteilt, wenn sich der 
kleinere Teil zum gröneren 
verhält wie der größere 

Wenn also das Ganze 1 ist und der gröFJere Teil g, dann muss gelten: 

- _  - g , das ist eine quadratische Gleichung mit der positiven Lösung 
- 

J5 - 1  
g= = 0.618033889 ... Der Kelirwert dieser Zahl ist der Betrag der 

2 

negativen Lösung g-l = 
J5 +1 

= 1.6180339 W... = 1 + g 
2 

Obiges Rechteck heißt "goldenes Rechteck, weil seine Seiten irn "goldenen 
1 

Verhältnis" ( golden ratio ) stehen. Meist bezeichnet man 4' := g, @ :=I+ 4' = -. 
4' 

2icp n Zeichnet man die P~inkte der komlpexen Rekursion f ( z )  = a z = q e . z mit 

q=0.999 und diesem 4' = 
J5 - 1  

, so ergibt sich eine Sonnenblume: 
2 

Der Faktor a verkürzt den 
Abstand vom Ursprung um 

1 O / o O  und dreht uni 

= -137,5078' 
Start ist bei 1. 
Erst nach 55 Schritten und 
21 Runden kommt der Punkt 
knapp unter 1 zustande. 
Von dort geht ein Spiralarm 
zur Mitte. Der nächst tiefere 
Spiralarm beginnt nach 21 
Schritten. Die Fibonacci- 
Zahlen 55, 34, 21, 13, 8 
lassen sich bei den 
Spiralarmnummern finden. 
Überhaupt sind die 
Fibonacci-Zahlen im 
Goldenen Schitt und vielen 
Phänomenen zu finden. 
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Fraktale Kettenbruche und Goldener Schnitt 

l con t inuedFrack iox~oicm [ Jede  ree l le  Zahl  kann in e inen  
Kettenbruch entwickelt werden: 

~ o r i t i n u e d ~ r a c t i o n [  d,/ 13031 11 
@ Verwende den ganzzahligen 

1 Anteil a für den Kettenbruch. 
ß8 + 

1 @ Subtrahiere a, I + 
I+-- 1 b l e i b t k e i n  Rest ,  b r i c h t  d e r  

2.r 1 Kettenbruch hier ab. 
- 

! 1 
-3 @ Bilde den Mehrwert des Restes, 

'-Y+ 1 
I Wiederhole ab O. 

Die Kettenbruchentwicklung: 
bei rationalen Zahlen bricht sie ab. 
bei den irrationalen Zahlen bricht 
sie nicht ab. 

B r i n g t  m a n  d i e  
Kettenbruchentwicklung auf einen einzigen Bruch 

x=x,= n,+ 
1 

1 
Pn , dann gibt es keinen der Gestalt - 

n1+ 4 n  
1 

0 2  + 1 
0 3  + 1 ... + - 

an 
anderen Bruch mit einem Nenner kleiner als qn, der X besser approximiert 
(annähert). 

Der Fehler ist Ix-xnI< 
1 

2 . Je größer also an+l ist, desto kleiner ist der Fehler. 
an+, * q n  

Ein besonderer Kettenbruch, der unendlich so weiter geht. Es ist der Kettenbruch, 
der sich am schlechtesten durch eine rationale Zahl approximieren lässt. 

1+ ' 1 I +- I l+-  
Dieser Wert und sein der Kehrwert sind die zum 

1 i t T  "Goldenen-Schnitt" gehörigen Zahlen. 

1 2 3 5  8 13 -,-,-,-,-,- ,... - > 0.618033989 ... Der Kettenbruch ist "selbstähnlich". 
"2 3 5 8 13 21 
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Variiet ist in den obigen Bildern vor allem die Startbelegung. 
Durch die veschiedene Dichte der Punkte "wachsen" andere "Pflanzen" hoch. 
Aber auch die zufällige Wahl der Startpixel hat einen Einfluß auf das Bild. 
Bei Anderung der Regeln ergeben sich noch ganz andere Formen und Muster. 

Dieser Tex&: Lizauto.txt 

Lineare 

Eine Zeile hzt ii 

Nac11ba1-11. 
Regeii I 
Eine lebende Zelle 
überlebt, wenn die 
Zahl ihrer- Nach- 
barn genau a oder 
b oder.. . ist. 
Regel 2 
Eine tote Zelle 
wird geboren, 
wenn die Zahl ihrer 
Nachbarn X 

oder y oder.. . ist. 

Prg. LJNZALTTO 
Startline enthält 
imfallig 2.B. 20% 
Punkte. 
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Zelluläre Automaten können durch Zeichnen auf 
dem Karopapier verwirklicht werden. Zellen, die 
(hier schwarz) gefärbt sind, heißen "lebendig", die 
anderen heißen "tot". Das Spiel läuft taktmäßig ab, 
und es gibt feste Regeln, nach denen eine lebende 
Zelle im nächsten Takt noch lebt, b m .  nach denen 
Zellen geboren werden. Diese Reglen beziehen sich 
auf die Nachbarschaft der betrachteten Zelle. 
Der bekannteste zelluläre Automat ist wohl das 
"Spiel des Lebens" (Game of Life) von J.Conway. 
(Das ist auf der Diskette Ha, 1ebenfrb.exe) 
Diese Bilder hier sind von linearen zellulären 
Automaten erzeugt. D.h. alle Zellen sind (oben) in 
einer waagerechten Reihe und die nächste 
Generation ist in der Reihe darunter dargestellt. 
(Verwirklichung durch Diskette Ha, 1inzauto.exe) 
Beim Start können zufällig p% der Pixelpunkte der 
obersten Reihe als lebendig gewählt werden. 
Die ersten beiden Bilder in der linken Spalte 
haben eine Startbelegung von 10% und folgende 
Reglen: 
Die "Nachbarschaft" besteht aus je 3 Zellen links 
und rechts. Lebende Zellen sind hier schwarz. 
1) Lebende Zellen überleben, wenn sie 4 oder 5 
lebende Nachbarn haben, andernf'alls sterben sie. 
2) Tote Zellen werden geboren, wenn sie 2 oder 3 
lebende Nachbarn haben, sonst bleiben sie tot. 
Die anderen Bilder beziehen sich auf Startbele- 
gungen von 4%, 3%, 4%, 2% und die Regeln: 

I I Die Nachbarschaft besteht aus je 2 Zellen rechts und 
links und der Zelle selbst. 
1) Lebende Zellen überleben, wenn sie 1,2 oder 3 
lebende Nachbarn haben, andernfalls sterben sie. 
2) Tote Zellen werden geboren, wenn sie 2 lebende 
Nachbarn haben, sonst bleiben sie tot. 
Oft kommt es zu stabilen Mustern. 
Dies ist luuauto W 

i - 

\ 
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Zelliil5i.e Aiiitoniateai können zunächst dusch Zeichnen 
auf dem Karopapier verwirklicht werden, fur freiere 
Iinters~ichui~gen ist aber der Conlputer nötig. Der 
bekannteste zelluliire iauton~at ist wohl d-is "Spiel des 
Lebens" (Garne of Life) von J.Conway. (Das ist auf der 
r>:-l--LL- T I -  I-L-.- ---- 
UIbKCLLG 1-lil, 1CUClJ.CXC) 

Eine Zentralzelle Z hat 8 Nachbarn 
Wachbleiben bei 2 oder 3 

(gra~ie Karos ("Moo~~-~mgebui ig“) .  wachen Nachbarn 
Die Zellen könne zwei Zustände 
haben. Einige sind "lebendig", oder 

"wach", die anderen heißen "tot" oder "schlafend". 
Das Spiel läuft taktmäßig ab, und es gibt feste 

Regeln, nach denen eine lebende (wache) Zelle im nächsten Takt noch lebt (wach ist), bnv. nach denen Zellen 
geboren werden (aufwachen). Diese Regeln beziehen sich auf die Nachbarschaft der betrachteten Zelle. 
Im Bild rechts ist verfolgt, wie sich eine 
Fünferreihe entwickelt. Am 6. und 7. 
Tag entsteht abwechselnd dieselbe 
Figur, die man Verkehrsampel nennen 

D 1 3 könnte. 
Es lohnt sich auch die Entwicklung der 
anderen Stangen der Längen 1 bis 20 
z.B. zu untersuchen. Einige "sterben 
aus" (z.B. 6,14,15,18,19), 7 ist + , ,  

besonders reichhaltig und wird dann zu '7 
"Imkerei", 10 landet schließlich in einer . . .  

Bild 3.1 . ~ J C  :ix..:t .l;:~~:c:lilic ?rr:r~k-L KIX V ~ r ~ - . q ~ t . ~ ~ : , ~ 1  1 - 9 .. 3lir,ker:, 
15-ner Periode usw. 
Unten sind noch unveränderliche TÜtia, 0 I 2 3 P *  

Formen angegeben. Es loht sich auch, 
das Schicksal der Pentominos (Figuren Ca) C& C a . 0.0 .+ ,  o 

C 
1 ßl!rik:i 

aus 5 Karos) zu verfolgen. 
3 

In dem Leben-Programm von meiner 3 
*U ibi ' 3 ' ' .' ßl::l.i<r 

Chaosdiskette kann die Entwicklung 
selbstgewahlter Muster betrachtet [C) m - *D ++ r m  

r L m m  I+ ma -. . Rl~y :c  

werden. B ~ I J  9.2 w e n 7  2iz ZC*II~I rr11v1 I IPCJ~~I ,  d n ~ , t e h ~  T:~--I':I.CL C.II tll.n:<rx o i r r  ? in  L I U L ~  

Aili l  .U I:Ii: @t dd-r &Lqyc.i k.urrnc2 YJZ !hiIl-Le>;li 
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