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1 Das Wort Parabel wird ausschließlich für Polynome 2.Grades verwendet.
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I Vorbemerkungen
I.A. Wie es zu dem Namen kam
In diesem Aufsatz geht es darum, dass Polynome in Kästen mit gleichmäßigen Abständen
eingezwängt sind, dass sie keine Freiheit haben, an anderer Stelle Punkte zu erreichen, als es
das Gesetz des Kastens erlaubt. Wenn ich also ein Polynom zeigen will, so präsentiere ich es in
seinem Käfig. Das erinnert sehr an die Gaukler und Bader des Mittelalters, die Affen, Bären
und andere Tiere in Schaukäfigen oder an Ketten auf den Marktplätzen dem staunenden
Publikum vorführten.
Ein wenig "exotisch" sind die Polynome für die Schüler ja schließlich auch. Sollen dann im
folgenden die Phänomene erkundet, beschrieben und begründet werden, so hat man in dem
Begriff des "Affenkastens" ein wahrhaft griffiges Wort, das alle Redeweisen vereinfacht und
anschaulich macht. "Anschauung" ist wohl überhaupt die unerläßliche Grundlage für wahres
Verstehen und kreatives Arbeiten. Ein ganz wesentlicher Unterschied besteht allerdings zu den
Schautieren des mittelalterlichen Gauklers.  Für sie bedeutete die Entfernung von Kasten und
Kette die Freiheit, Polynome aber stehen unter dem Gesetz des Kastens, auch wenn ihn niemand
sieht.
I.B. Vorschau
Die erste zentrale Erkenntnis bezieht sich auf Polynome 3.Grades mit
drei Nullstellen, die symmetrisch zum Ursprung sind. Für sie existiert
ein Affenkasten. Damit ist gemeint, dass die Kurve die Werte von
relativem Maximum und Minimum genau in der doppelten Extrem-
stellenentfernung wieder erreicht. Dazu gehört auch, dass sich wichtige
Tangenten auf bestimmten Stellen des so definierten Kastens treffen.
Weiterhin gelten besondere Flächenverhältnisse. Diese Beobachtungen
gelten aber für jedes Polynom 3. Grades mit Extrempunkten. Durch
Scherung (oder Subtraktion einer Geraden) entstehen schräge Affenkästen, in denen die
entsprechenden Beobachtungen zu machen sind. In diesen Fall sind auch die Polynome
3.Grades ohne Extrempunkte einbezogen. 

Es ist nicht verwunderlich, dass man nun auch an Parabeln1 besondere,
auf einen "Bärenkasten" bezogene Eigenschaften findet. Hier kann
sogar die Parabel durch Scherung und Translation in sich selbst
übergehen, so dass viele erstaunliche Eigenschaften des schrägen
Bärenkastens ihre einfache Entsprechung beim geraden Bärenkasten
haben. 
Polynome 4.Grades haben bekanntlich schon
eine größere Formenvielfalt. Für alle aber, die
überhaupt einen Wendepunkt haben, lässt sich
dennoch der "Pantherkäfig" angeben. Für das
nebenstehende Wendetangentenproblem reicht

es seine senkrechten Stangen zu betrachten. 
Allgemeine Potenzfunktionen und ihre gescherten
Varianten zeigen in einem dreieckigen Zelt ihre Potenz
als Flächenverhältnis. 
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LC. Ziele -. 

SG~IGII lange bevor- Cninpiiter-.Alg~l~r-a-Systenie auf C~inputerii odci- Tasc:ierirechiiern! in der 
Lage waren, die R L ' G I ~ I Z U I ~ ~ ~ I ~  fGr eine übliche Kui-vendiskussioii schneli und exakt auszufGiiseii, 
wai- es unestsäglicl~, wenr; Schülei- jede kdfgäbe als iieues Prcblerii auITasseii sollten. Heute aber 
ist es uilerl&lich~ dass wir beibringei;, was rriai; bei ei~;eii; Polynom bestiiniiiten Grades erwarte11 
kann und was nicht gelten ltaml. Nur so körineii wir eine sMaviselne Abhäargigkeit von der 
mschine verlaindeii4n. i-I11 zu leicht ist niaii in dei- Gefalii-, die Deutung von einem Graplieii rrit 
urizulänglicheii Grenzen oder unpassendei. Skalierung aus zu versucheii. Durch deri 
Affenkastenbegiiff wird eine Vea-trsintlaeit aaait Pslynomaheir erniöglicht, und diese ist eine 
wichtige Voraussetzuiig fiir waiu-es Lernen. 
Daniber Iiinaus eröffnen die aiigeregtei~ Fragestelluiigeii die ivlöglicl-ikeit, von Hand oder iiit 
Efilfe von Conlputer-Algebra-Systeineil, Zusanlrnenhaiige selbst zu entdecken, weitere Ideen und 
Vermutungen zu verfblgeii urid so zu matheiiiatisch kreativem Arbeiten zu gelangen. 
Grundlegendes mathematisches Vorgehen wird demonstrierbar, wenn die besoiideren 
Verhältnisse bei den schrägen Kästen in beliebiger Lage ni t  Scherung und Translation auf die 
leicliter beweisbaren geraden Falle in Normallage zurückgefuhrt werden. 

11. Polynome 3 .Grades 
3I.A.l .a Gerader Affenkasten in Ursgrungslage 

Als Einstimiiuiig kann zunächst die 
1 Firiilction f niit f (.C)= - X ( x 2  - 3 ) 
? 

ui~tersucht werden. 
Sie hat ihre Extremstellen bei X,= k 1, die 
Extremwerte sind Y,= T 1 , die Nullstellen 
sind X,= 0 . Die in diesem Zusamrnen- 
harig entscheidende Eigeiischaft ist, dass 
.f(2)=1 und 3-2)= - 1 ist, so dass also ein 
Raster in der gezeichneten Art möglich 
ist. Dieses Raster soll im folgenden 
"ARenkasteii" heißen. Die in den beiden 
zuletzt genannten Punkten RI und Rr, den 
"Randpunkten" von JI gezeichneten 
Tangenten treffen die Wendetangente auf 
der oberen, bzw. unteren Affenkas- 
tenstange und zwar an deii Stellen 

4 
X= *-. Verbindet man die so 

3 

entstandenen Punkte Qi und Qr mit der Mitte des jeweiligen Kastenraiides, so erhält man 
Parallelen zu den Tangenten in den Nullstellen (gestrichelt eingezeichnet). Letztere treffen den 
oberen (bzw. unteren) Kastenrand sicher an irrationalen Stellen, da die Nullstelle irrational, die 
Steigung aber rational (hier rn= 3) ist. Diese Steigung ist übrigens das (-2)-fache der 
Wendesteigung, denn hier kam leicht ein Steigungsdreieck mit gleicher Höhe und doppelter 
Breite fur die Wendetangente irn Vergleich zu einem Steigungsdreieck für die Parallele der 
Nullstellentangente eingezeichnet werden. 
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Übe~r,agung auf beliebige ursprungssymmetais$:~iie Polynome 3,Grades mit Edm-em 
Klar ist, dass alle Verhaltnisse (und Pi~zidenzenj gleichbleiben, wenn man diesen Kasten mit dein 
Faktor hrerre waagerecht und dem Faktor hohe senkrecht streckt Das Kaste~iraster geht dann 
von I 1 in breite : hohe  aber und alle Aussagen gelten eiltsprechend (Das ist unten auch 
ausformulieit ) Dass man auf diese Alt alle ~irsprungssyrnii~etsischen Polynome, die Extrems 
haben; erfasst, kann auf nvei Wegeil gezeigt \verdei~ Dabei werden durch 

f (s)= n x ( X - b )mit a+O und b>O samtliche solche kolyizorne 3. Grades beschrieben 
1.Weg: Man bestimmt alle genannten Eigenschaften fur die Funktion mit den Parametern a und 

fi fi . Dieses Vorgehen b auf direktein Weg neu. Es ergibt sich breite - - und hiihc = - - 

bfi  fi 
bietet sich meist an. Man fibt den Unigang mit Terinen oder setzt ein Computer-Algebra-System 
ein. Der 2. Weg bi-aucht zum Aufii-iden der Faktoren den Anfang dieses Weges als Vorlauf 

- fi 2nb fi 2.Weg: Durch x - x = breite-X = - . X und J? - J? = höhe7 = -.- y wird die 
16 J5 

affine Abbildung direkt angegeben. Funktiotisgleichungen J) = f ( x )  gehen dann über in 
- 

- X y = höhe. f (- 1 ) .Damit wird JJ = f (x)= - x ( x 2  - 3 ) auf 
hreite 2 

abgebildet. q. e. d. 

Es gelten auch viele 
s c h ö n e  Flächen- 
v e r h ä l t n i s s e  i m  
AfFenkast eil. 
E s  ist 

fi r = breite = - - 

und höhe = 2 a r 3 .  
Sie lassen sich aus den 
h i e r  angegebenen 
Größen schließen. Es 
g i b t  s eh r  v ie le  
Möglichkeiten. 
Besonders hübsch ist 
das folgende Flächen- 
verhältnis: 

1 

f (XI= i. x [ x L ?  - b) mit i'-, b'2..Tuigrntt Lri r'3 
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I I 
A b  Gerader iffenkartes iri allgemeiner Lage 1 

1 1 1 Es  ist klar, dass beiiii Verschieben der obigen iunktioii wieder alle 1 ,;P-[ I 
i 

11 
Verhaltiiisse und Irizidenzen gleichbleiben Dabei wird der Wendepunkt ( 3  1 1 
das Zeiitrun~ des hffenkastens Lu zeigen bleibt, dass dadurch alle 
rnog,lichen Polynome 3 Grades nlit Extrempunkten erfaßt werden Es 
gehort aber wohl ni den oft irn Unterricht behandelten Erkenntnissen, 
dass alle Polynome 3 Grades punktsymmetrisch zu ihrem Wendepunkt 
sind Dann bleibt nichts mehr zu zeigen. 
Der m E. sinnvollste Beweis dieser Erlteniitnis benutzt die Tatsache, 
dass eine Parabel die Ableitung des allgemeinen Polynoms 3.Grades ist Aufgmnd ihrer 
Symmetrie ist dann auch die Aufleitung (jede Starnmfunktion) punktsymmetrisch zu ihrem 
Schnittpunkt mit der Parabelachse. 
Die Parabelachse verläuft aber durch den Wendepunkt (per def). 
N.A.2 Tangenten-Fläebenfragen 
Die Frage nach der Fläche, die ein Polynom mit einer 
Tangente einschließt, ist eine häufige und sinnvolle 
Aufgabenstellung. Die Differenzfunktion, über die dann 
integriert werden muss, hat den Grad des gegebenen 
Polynoms und die Berührstelle als doppelte Nullstelle. 
Daher lassen sich bei Polynomen bis zum Grad 4 andere 
Schnittstellen mit der Tangente -falls überhaupt vorhanden- 
immer mit dem Hornerschema oder mit algebraischer 
Division berechnen. Wie in diesem Bild ersichtlich, übertragen sich aber bei Polynomen 
3 .Grades die fur die Differenzhnktion bewiesenen Affenkasteneigenschaften, so dass kiar ist, 
dass die Schmttstelle von der Wendestelle genau doppelt so weit entfernt ist wie die gegebene 
Berührstelle Die Wendestellen stimmen uberein, da der lineare Term der Tangente keinen 
Einfluß auf die zweite Ableitung hat. 
II.A.3 Schräger Affenkasten 
E s  zeigt sich (zum Beweis s. II.B.), dass auch alle anderen I 

tti)-. =(=-P - b) nlt -, b-l.?mnpmnLc bor -0 B 

Erkenntnisse am geraden AfTenkasten auf einen schrägen 2 

Menkasten übertragbar sind Dabei übernimmt die Paraüele 
zur gegebenen Tangente durch den Wendepunkt die Rolle 
der x-Achse. 
Der Abstand dieser beiden Geraden, gemessen parallel zur 
y-Achse, legt die Rasterhöhe des Kastens fest. Die Breite r 
ist, wie oben schon gezeigt, durch die Entfernung 
Wendesteile-Benihrstelle bestimmt. Insbesondere hat die in 
der oben genannten Aufgabe gesuchte Flache zwischen der 
Tangente und dem Polynom 3. Grades stets den Inhalt 
27 - a r 4, wobei a der Koefnzient von x3 ist. 
4 
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Vdeiterhin gellen alle dein Bild arif Seite 9 entnehmbaren 
Flachenigroßen (nicht nur P;lachenverl?ali niisse) 

Schrage, durch Tarigeiiten "aufgespannte" kt'fenkaste11 gibt 
es auch hi Polynome 3 Grades ohne kxtr eina 

Damit ist der Affenkasterabegriff f i i  

1I.B Scherung und andere Beweisgedanken 
Der mathematisch eleganteste Beweis ist wohl zu zeigen, dass es eine Scherung gefolgt von einer 
Translation gibt, die den geraden in den schrägen Affenkasten überfuhrt. Dann sind die 
Flächentreue und Teilverhältnistreue gesichert. 'Nun ist aber die Addition eines linearen Terms 
m X m einem Funktionsterm stets als Scherung der Fuiiktion mit der y-Achse als Scherachse 
und dem Scherwinkel a mit tan a = nz auffassbar. Wird zur Differenzfunktion die Tangente 
y=nzx+k wieder addiert, so geht sie also durch Scherung und senkrechte Verschiebung um 
k in das Polynom übe?. Da dabei die doppelte Nullstelle der Differenzfunktion in die Tangente 
übergeht, wird auf diese Weise der gesamte Affenkasten übertragen. 
Selbstverständlich ist es als Alternative auch möclich, die Eigenschaften des schrägen 
Affenkasteils direkt herzuleiten. Dieses Vorgehen bietet sich an, wenn man sie zunächst an 
Beispielen entdeckt hat. Dass dieses auch in der Schule rechnerisch bei Polynomen bis zum 4. 
Grad stets möglich ist, wurde in II.A.2 gezeigt. Für allgemeine Nachweise zeigen die Computer- 
Algebra-Systeme ihre Kr&. 

1I.C Zusammenfassung 
Die Polynome 3.Grades zeigen also einen selir starken Formzusammenhang, der über die 
bekannte Wendepunktsymmetrie noch weit hinausgeht. Da man die vier frei wählbaren 
Parameter der allgemeinen Gleichung durch Angabe eines Wendepunktes und eines 
Extrempunktes schon vollständig festlegt, ist klar, dass nun keine Freiheit mehr bleibt. Dass aber 
die so definierte Funktion und wichtige Tangenten in einen Kasten mit gleichmaßigem Gitter 
passen, ist eine unerwartete mathematische Schönheit. In den Aufgaben im Anhang Blatt 1 wird 
deutlich, dass S-förmige Wellen 5.Grades diese strenge EigenschaR verletzen können. 
Durch Scherung lassen sich schräge AfFenkästen zu jedem Tangentenproblem jeden Polynoms 
3.Grades angeben. In allen diesen Kästen bestehen dieselben Flächenverhältnisse. 

1st f (x )=  a x  ( x2 - 6 ) und die Tangente an der Stelle r gegeben, so kann die 
- 

Abbildung durch x = x und Y = y + ( 3ar2 - ab ) x - Zar3 angegeben 
werden. 
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I I~D Besondere Tangenteneigeraschafien 
Gegebeo sei ein Polynom 3. Grades mit drei ,, -. - - _ I _  

Bullstellen. -- _ 1 1 ; -.... .. 
- ... - 

------: 

li 5 7 2 s  2 Die Tangente in der Mitte mischen zwei .'' 
-I ! Nullstellen schneidet bei der dritten Nullstelle i 

Diese Anregung verdarike ich Jörg Meycr aus I-Iamelil. I 1 
I 

Gegeben sei ein symmetrisches Polynom 4. I 

- - -.. 
4- 

2 

-2 

-4 

-6 

-8 

-10 

a + b  \ Grades. Eine Tangente in der Mittex = - \ 
2 

zwischen einer inneren und einer benachbarten 
äußeren Nullstelle schneidet die Kurve an zwei 
weiteren a + b  Stellen, die symmetrisch zur Mitte -m'\{\TT 
X = - -  zwischen den beiden anderen . 

2 2 '.\ '\ 

- -- 
- -- ---_ - -. . -.._ -.. - -. 

.. .--.... 
Auf dem einen DrittelpunM 

... .... -. . ... -\. zwischen der Mitte und der 
1 2 3 4 dr i t ten  Nullstelle ist die 

- Wendestelle, auf dem anderen 
- Drittelpunkt ist die Berührstelle 
- der parallelen Tangente. 
- Dieses ist eine Folgerung aus den 

Nullstellen liegen. 1 \ 

"Schragen Affenkästen". 

Man kann die Schnittstellen konstruieren, indem man auf der Strecke 
zwischen dieser Mitte und einer benachbarten Nullstelle ein Quadrat 
errichtet und dessen Diagonale als Radius eines Kreises verwendet. Dieser 
Kreis schneidet die x-Achse in den gesuchten Schnittstellen. 
Gezeichnet ist hier die Kurve 

1 f ( x )  = t ( x 2  - a 2 )  ( x 2  - b 2 )  mit t=-  a=l,  b=3 
8' 

Weitere Verallgemeinerungen habe ich nicht gefunden. 
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11%. Pcbrabeln 
II1.*Aa Grundaussagril 
Durch den Ableit~angs-Stan~n~funktioris- 
zusanirnenhang zwischen Parabel11 und Poly- 
nomen 3.Grades ist zu envarteii, dass die in 
Kapitel I1 gezeigten Besonderheiten ihre 
Widerspiegelung bei den Parabeln haben 
werden. Steigungen und Tangentenzusamnen- 
hänge beim Polynom 3 .Grades ergeben bei der 
Parabel besondere Werte, Flächen bei der 
Parabel drücken sich beim Polynom in den 
Werten aus. Eine Parabel kann man sich 
entsprechend in einen "Bärenkasten" ein- 
gezwängt denken. Es gibt fur jede Parabel 
sogar viele solcher Kästen. 
Bei der Namengebung (siehe 1.A.) ist eine 
sprachliche Unterscheidung zu den obigen 
Menkästen sinnvoll, da die EigenschaRen 
recht unterschiedlich siid. Es gibt ja bis auf 
Skaliemngen nur eine einzige Parabelform, in 
dieser Hinsicht ist die Parabel viel "behäbiger" 
und formenärmer. Sie sei also der "Bär" des 
mathematischen Gauklers. 

1II.A. 1 Gerader Bärenkasten 
Dass es den eingezeichneten Bärenkasten gibt, 
läßt sich elementar zeigen. Es drückt sich in 
ihm aus, dass sich bei dem Polynom oben die 
Steigung der Randtangente zur Steigung der 
Wendetangente wie -1:3 verhält. Faßt man das obere Polynom als ~ntegralfunktion nljt 

X 

a@e(x) = / bär(t) dt auS so wird deutlich, dass aus dem Affenkasten oben folgt, dass die drei 

X. 

grauen Flächen gleichgroß sind. 

III.A.2 Tangenten und Sekanten 
E s  gibt einen besonderen Zusammenhang 

Die Tangente einer Parabel an der Stelle r ist zwischen Sekanten und Tangenten bei der 
parallel zur Sekante über dem Intervall Parabel, der 2.B. von Physikern gern benutzt 
[ r + E , r - E ] mit beliebigem E>O wird: 

Beweis: 0.B.d.A sei f dit Normalparabel. 
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Die im vorigen Absatz genannte Eigenschaii der 
f , ; i j =  - 1 : < . ' L  , T-8  u n d  z p s l l o n  =1 

Farabelil ist nur der iliiiiake zu den vielfaltigen , 
4 

Besonderheiten des sclirägeil Bärenkastens. 
Ist ehe Benilrstelle I- gegeben und eine Rastel-bi-eite E, 

so definieren die Sekante und die Tangente in t. schon 
die beiden unteren schrägen Sprossen des Kastens. Es 
bleibt zu zeigen, dass die Parabel an der Stelle die 
passende Höhe von R einnimmt. Der Beweis hierfür 
und fur die zentralen unter den folgenden Eigenschaften 
ergibt sich in I1I.B. 
Die Randtangenten in L und R schneiden die Haupt- 
tangente in den unteren Viertelpunkteii des 
Bärenkastens. Wegen des Strahlensatzes schneiden sie 
sich genau unter der Berührstelle auf der Kante des 
Doppelkastens in S. 
Hieraus folgt auch, dass das große Dreieck LRS 
denselben Flächeninhalt hat wie der Bärenkasten. 
Das konvexe Parabelsegnient iimmt, wie wold 
allgeniein bekannt ist, zwei Drittel des Kastens ein. , 
Damit verhält es sich zu dem von der Parabel und den 
'Randtangenten gebildeten Flächenstück wie 2: 1. Dies 
wird in geulssein Sinn in Kapitel V.  verallgeinei~iert. 

Die beiden Meinen hellgrauen Zipfel, die links und 
rechts von der Parabel, der .Randtangente und der 
Haupttangente gebiIdet werden, sind trotz unterschiedlicher Form gleichgroß. Ihnen bleibt 
zusammen noch ein Zwölfiel des Kastens übrig. Damit verhalten sie sich einzeln zu den 
benachbarten Dreiecken wie 1 :3 . 

III.A.4 Konstruktion 
Für Parabein gibt es also zu jeder vorgegebenen Richtung beliebig viele schräge BärenEsten, 
die alle zu derselben Tangente gehören. Es kann sogar jeder Punkt äußere Ecke eines solchen 
Kastens sein. 
Ist ein beliebiges abgeschlossenes lntervall gegeben, fiir dessen fur dessen Mittelstelle und beide 
Randsteilen Parabelwerte bekamt sind, so lässt sich eine gaiize Folge von Bärenkästen n i t  
jeweiligen Randtangenten konstruieren, so dass die Randtaiigenteii eine Einhüllendenschar 
bilden. 
Den ersten Bärenkasten gewinnt man durch die Sekante, ihre Parallele durch den in der Mitte 
gelegenen YParabelpunkt und Vierteilen des so definierten Kastens in beiden Richtungen. :Dann 
lassen sich die Randtangenten zeiclmen. Mit der zweituntersten Kastensprosse ist nun wieder 
eine neue Sekai~te bekannt, der geforderte Punkt an der Mittelstelle bleibt der alte. Nun entsteht 
ein neuer Kasten und so fort. 

Haftendorn
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Parabel und ihre Bärenkästen 

 
Die ersten beiden Bilder zeigen nochmals einen Bärenkasten zu einem Punkt P.  
Er entsteht so: Gleichweit rechts und links von P schneiden Senkrechten ein 
Parablelsegment APB aus. Die Sehne des Segmentes und die Tangente in P sind stets 
parallel. (Das ist schon bewiesen.) 
Im nächsten Bild wird nun gezeigt, dass man den so entstandenen schrägen Bärenkasten 
scheren kann. Die Scherachse ist die Senkrechte (zur x-Achse) durch die Nullstelle der 
Tangente. Man erhält einen geraden Kasten. Er muss aber nun ein gerader Bärenkasten der 
gescherten Parabel sein. Denn durch die Bildpunkte von A, B und P ist die Bildparabel 
eindeutig bestimmt. Speziell wird aus der Berührung bei P der Scheitel der Bildparabel. 
Scherungen sind flächentreu. Im geraden Fall bestimmt man mit Integration leicht, dass die 
Fläche des Segments zwei Drittel des Kastens einnimmt. Das gilt dann auch im schrägen Fall. 
Umgekehrt kann man dies auch für die anderen Bärenkasteneigenschaften als Beweis 
verwenden. Übrigens kann man auch Archimedes’ Überlegungen hiermit begründen. 
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 Konkrete Stützpunkte 
Po(1/3), P1(4/21/4), P2(7/6)

Analysis, Numerik                          Keplersche Regel,      Simpson-Regel
Dr. Dörte Haftendorn, Johanneum Lüneburg Dez 99

Offene Aufgabe
Sie kennen von einer Parabel drei Stützpunkte
Po(xo,yo), P1(x1,y1), P2(x2,y2), 
wobei x1 genau der Mittelwert von xo und x2 ist.
Können sie, ohne die Parabel selbst zu
bestimmen, das Integral über die Parabel im
Intervall [x0,x2] bestimmen?
Gesucht ist ein Term mit den xi und yi.

Was nützt ihnen Ihr
Berechnungsterm,

wenn
Sie von einer beliebigen Kurve drei Stützpunke kennen und das entsprechene
Integral berechnen wollen?

Lösung: Kern dieses Beweises  ist die Drittelung,  die
jede Parabel im Sehnen-Tagenten-Kasten vornimmt. 
Johannes Kepler (Mathematiker, Astronom)
fand schon Anfang des 17. Jahrhunderts die
folgende Formel (heutige Schreibweise):

 

oder

Sie berechnet bestimmte Integrale für Parabeln
(u.a.) exakt, für andere Funktionen ist die
N ä h e r u n g  u m s o  b e s s e r ,  j e  m e h r  d e r
Funktionsgraph im betrachteten Bereich von

einem Parabelbogen angenähert werden kann.
Die Keplersche Regel wird oft auch Keplersche Fassregel genannt.  Sie berechnet aber Flächen
und nicht Volumina. 

Durch mehrfache Anwendung der Keplerschen Regel mit einer geraden
Anzahl n gleich breiter Streifen der Breite h erhält man die Simpson-Regel:
 

 mit  
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TI1.B. Scherurig und andere Beweicgedanken 
1,W'egs Ohne Beschräi&ung der- ,$llgeii~einlisi~ seien Parabeln in Ursprir~igslae mit des 
Gleichung y--U' betrachtet. Dalii~ gibt es eine Sclaerung gefolgl von einer Ti4anslatioia, die 
einen geraden Bxe~d<asten in einen sclu-ägeil Bärenkasten mit der Stcigung m überfuhrt uigd die 
Parabel invariant läßt. Dabei bleiben Teiiverhältnisse, Iividenzen und Fläclien eihalteri. 
Ut.it5t.i~: Durch dec Wui~scli, dass die Puabei invar-iaili bleibt, ergibt sich folgeilde ( a fhe j  

- - rII - 1 7 7  X = x  und x = x + - X = - , - -  
2 a 2 ~ (  

Abbildung: 
- also - ,VZ  - - m 2  j = Y 4- 171 X und y = + -- L ' =  Y - 1 7 . 1 ~  i - 

4 a 4 l.2 

X z X - 1 '  
Da die Tangente in X-7 die Steigung 177 = 2 r i  r hat, gilt : 

J, = il, - 2 n r F  + crr 2 

- 
Damit glt: y = a x 2  - y - 2uyF + ar2  = a (.F - r)2 + J = a F 2  Also ist die Parabel 
invariant. q. e. d 
2.Weg: Man kann es auch bei einer einfachen Scheiung belassen und sich das Verschieben nur 
vorstellen. Dam entsteht durch die Scherung eine Parabel mit dein Scheitel 

Der Ursprung ist darin Berührpunkt der Tangente und der gerade Bärenkasten ist in einen 
schrägen übergegangen. 
3.Weg: Auch die direkte Herleitung ist möglich und übt den Umgang mit Fu~iktionstermen, die 
Parameter enthalten. In diesem Fall sollte man aber wenigstens im Rückblick auf die 
Beweismüglicl~eit mit Scherung zu sprechen kommen. 
Rest des Beweises: Es reicht also null, den geraden Bärenkasten zu betrachten. Für 

4 4 e 2  - 4 f H  Der f (x> = a x 2  gilt f(2e)= n 4 e2=4f(e) und f'(2e) = 4a e = - - - 
E € 

letzte Bruch zeigt, dass die rechte Randtangente im Punkt ( E ; U ) des Bärerikastes die x-Achse 
trifi. q. e. d. 

TTT-C. Zusan~menfassung für Parabeln 
Die so leicht als trivial abgetane Parabel hat im schräcen Bärenkasten eilige durchaus nicht- 
triviale schöne Eigenschaften, deren vollständige Beweise auch Schülern erreichbar sind. Der 
Zusammenhang mit den Polynoinen 3.Grades wird in besonderer Weise ansciiaulicli. Auch 
Abgenmngen der Aussagen sind möglich: Letztere haben zu jeder Tangente genau einen Affen- 
kasten. Bei Parabeln definiert jede Tangente unendlich viele Bärenkästeil. Diese nehmen bei 
Parabeln außer der Tangente noch zwei Sekanten in ihr Raster auf. lm Merkasten aber passen 
außer den zwei Tangenten keine Sekanten iii das Raster. 
Andere Eigenschaften wiederum lassen eine Verallgemeineiung zu (siehe Kapitel V), oder es gbt 
starke Ahnliclikeiten in den Beweisen @.B. Scherung). 



%V. Polynome 4.Gä-ades 
IV-A Gerader Pantherkäfig ftir Polynome 4. Grades 

L 
Auch Polyrlonle 4.Grades lassen in 
einen Kasten zwängen, sofern sie 
überhaupt eineil Wendepunkt 
haben. 
Sie haben dann auch gleich zwei 
Wendepunkte, wie man an der 
Parabel der 2.Ableitung sieht. 

Seien zunächst symmetrische 
Polynome 4. Grades mit Wende- 
punkten betrachtet. 0.B.d.A sei die 
Lage symmetrisch im Koordi- 
natensystem. 
Dann ist die Funktionsgleichung 
, f ( -X)  = a x 2  ( x2  - 6 r2 ) 
Dabei gibt die Wendestelle r die 
Rasterbreite an. 
Die Rasterhöhe ist 9 ci r ', wobei, 
wie im Bild ersichtlich, auch noch 
3 a r 4  und n r 4  selbst wichtig werden. 
Die Eigenschaften an den Stellen r und 2r können durch den Affenkasten der 1.Ableitung 
begnindet werden. Insbesondere findet man so die rechts unten Mein eingezeichnete Parallele zu 
n7endetangente. Die äußeren Extrem- und Nullstel.len liegen in irrationalem Verhältnis zu den 
Wendestellen X: *G r und X,= *G r , die Extrempunkte liegen aber auf dem unteren 
Kastenrand. Wendetangente und Randtangente treffen den unteren Kastenrand in der Mtte 
zwischen zwei Stangen. 

Verbindet man den Wendepunkt mit der oberen Kastenecke, so wird die Fläche zwischen 
128 u r 5  Die 

Wendetangente und Kurve genau in zwei Hälften geteilt, jede hat den Inhalt 
5 

zipfelige Fläche links unten liat den Inhalt 8 n r 5 .  

Das ist ein Flächenverhältnis von 16:5 und nicht 16:4=4: 1 Daran zeigt sich, dass sich die 
Erkenntnisse aus Kapitel V nicht auf diese Weise verallgemeinern lassen. Bei Parabeln bestand 
fiir eine solche Figur aus zwei beliebigen Tangenten das Flächenverhältnis 2: 1. 

Haftendorn
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1VaB Schräger Pmtl~erkäfig für Polynome 4. Grades 

Nacli allen1 was in 11.B über 
Addition von Ceradera, bnv 
Scherurig und Translation gesagt 
\wir-de, gibt es natürlich auch schräge 
.Pantherkäfige für Polynome 
La.Grades, die Wendepunkte haben. L 

Wenii sie sich der Berechnung nicht 
entziehen sollen, ist es sinnvoll. 
0.B.d.A. den eine11 Wendepunkt in 
den Ursprung zu legen und die 
F u n k t i o n  folgendermaßen 
aufmstellen. 
, f ( x )  = a X ( x 3  - 2 w x 2  + A ) 

2 mit A = x , (6  w - 4 x e ) .  

Wählt man hier die zweite 
Wendestelle W und eine Extremstelle 
X„ die es auf jeden Fall geben muss, 
ganzzahlig, so lassen sich trotz des 
4.Grades alle relevanten Stellen von 
Schülern mit dem Hornerschema 
oder algebraischer Division bestimmen. 
Die hier gezeichneten Flächen zwischen den Wendetangenten und der Kurve sind also 

gleicl~groß, und zwar 256 a r 5  - 8 a w 5  - 
5 5 

Dies direkt am konkreten Beispiel zu berechnen, ist eine schöne Aufgabe im Theina 
Integralrechnung bei Polynomen. 

Der schräge Pantherkdig ist hier nicht eingezeichnet, seine Richtung ist durch \ LR gegeben. Die 

- a ~v 
Unterkante würde parallel zu LR durch ( 0 I - 4 CI r 4  ) = [ 0 I ] verlaufen. Dieser 

Achsenabschnitt ist übrigens ein Achtel des Achsenabsclmitts der Geraden LR. 

1V.C Polynome 4. Grades ohne Wendestelle 
Sie sind gekennzeichnet durch eine Parabel in der zweiten Ableitung, die keine Nullstelle hat.. 
0.B.d.A liege diese Parabel in einer zur y-Achse symmetrischen Lage. Dann lässt sich das 
Polynom als gescherte Potenzfunktion auffassen, und es gelten die in Kapitel V. gezeigten 
Zusammenhänge. 

1V.D Polynome höheren Grades 
Mit dem Grad nimmt die Formenvielfalt zu, und er wird inuner schwieriger werden, allgemeine 
Aussagen zu machen. Es lohnt sich aber durchaus, geeignete Unterklassen (z.B. die Funktionen 
aus Kapitel V oder andere symmetrische Fälle und deren Scherungen ) ni untersuchen. 
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Es lcönnen hier Aussagen iiber Potenrfuiiktio~ien von1 Grad k trrit E;>\ gemacht werden. 
Folgerungen ergeben sich über solche Polynonle, die aus diesen Poterizfunktioneri durch 
Addition eines linearen Terms entstehen Für O.<k:! gelten die gespiegelten Verhältnisse. Bei 
k<O entstehen bekanntlich ganz andei-e Grapl~err, die eine direkte Ubertragung nicht erlauben. 

V.Ae Reine Potenzfunktion vom Grad k , k>l  

Funktionen JnUt f (X) = X und k>l bilden 
mit der x-Achse und der Geraden X-b eine Fläche 

r k  - 1 
U der Größe - . Die Tangente irn Punkt P 
k + l  

k - 1  
schneidet die x-Achse an der Stelle - b, d.h. 

k 
der Abstand dieser Nullstelle von b verhält sich zu 
bwie k :  1. 
Diese Tangente bildet mit der Tangente im 
Ursprung das Flächenstück F (dunkelgrau). Das 
konvexe Parabelsegment habe den Inhalt K 
(hellgrau). Aus elemedaren Integrationen ergibt sich: 

K und F stehen im Verhältnis k : 1 
- .- - .. .- .......- ......................_.............................................. ............ ....... _ ............................................................. ~ . - : 7 . ~ . ~ . ~ . - : : =  ................. - 

V.B. Gescherte Potenzfunk- 
tion vom Grad k , k>l 
Dieselben Flächengrößen und dieselben 
Längenverhältnisse gelten auch für gescherte J 

Potenzfunktionen. Hier wurde durch Addit~on der 
Geraden y = m x mit der y-Achse als Scherachse um 
den Schenvinkel a mit tan a= m geschert. 

-7 

Für ganzzahlige k haben die Polynome f mit 
f(x) = X m X bei ungeradem k im Urspnmg - 

eine11 Weiidepunkt, bei geradem k eine Plattstelle3. Die 
eine ~ a n ~ e n &  muss durch diesen besonderen Punkt -'." 

gehen, die andere Tangente ist beliebig. Dann gilt das 
angegebene Flächenverliältnis k : 1 . 
Auf Wendetangenten anderer Polynome läßt sich das 

i 
Ergebnis nicht übertragen, wie am Ende von IV. gezeigt wurde. Für nicht-gaiizzahlige k ist f nur für 
nichtnegative x definiert und eine Fortsetzung nach links ist nicht möglich. Dennoch gelten auch in diesen 
Fällen die angegebenen Flächenverhältnisse. 

3 Das ist eine Nullstelle der 2. Ableitung, bei der die 2.Ableihmg nicht das Vorzeichen \vechselt. 

Haftendorn
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Übersicht über die "Zeltflächen"-Verhältnisse bei den Potenzfunktionen.



Es gibt auch e-Funktionen mit Kasten.      
Dr. Dörte Haftendorn Johanneum     21. Januar 99

Die Schar fk mit     
ist leicht zu untersuchen, sie kommt daher in vielen
Schulbüchern und Aufgabensammlungen vor. Sie
eignet sich zur Bestimmung des uneigentlichen
Integrals für die Fläche zwischen Kurve und
Asymptote. 
Auch der nebenstehend angedeutete Aufbau des Graphen aus “Bausteinen” ist
lohnend. 
Die nachfolgend dargestellten besonderen Eigenschaften habe ich aber bisher
nirgendwo aufgegriffen gefunden. Sie zeigen, dass die Anregungen, die dieses
Heft für Polynome gibt, durchaus auch für ganz andere Funktionsklassen
fruchtbar werden können. 
Was zeigen diese Zeichnungen?
Die Wendetangente markiert durch
ihre Schnittpunkte mit der
Asymptote und x-Achse ein
achsenparalleles Rechteck. Dieses
ist stets zwei Einheiten breit.
Viertelt man es in beiden
Richtungen ,  so  l i eg t  der
Wendepunkt auf einer “doppelten Viertelstelle”.    
Die links unbegrenzte Fläche zwischen Asymptote und Kurve ist 2 k² und
damit genauso groß wie die Fläche des Kastens. 
Auch andere in der Figur vorkommende Flächen haben erstaunliche Inhalte
und Inhaltsverhältnisse.  Diese Flächeninhalte sind ganzzahlige Vielfache der
Kastenzellen oder zumindest ihrer Hälften und lassen sich daher schön deuten.

Links unbegrenzter Bereich zwischen Kurve,
Asymptote und Schnitt mit Asymptote 
F=16 Zellen = ganzer Kasten= 2 k²

Bereich zwischen Kurve und Asymptote
zwischen Nullstelle und Schnitt mit Asymptote
F=4 Zellen

Bereich zwischen Kurve und Asymptote
zwischen Wendestelle und Nullstelle F=5 Zellen

Links unbegrenzter Bereich zwischen Kurve,
Asymptote und Wendetangente 
F=5 halbe  Zellen

Bereich zwischen Kurve und Asymptote
zwischen Wendestelle und minus Unendlich  
F=7 Zellen

Links unbegrenzter Bereich zwischen Kurve,
Asymptote und linker Kastengrenze (z.B.) ist
inkommensurabel  mit den Kastenzellen, was
zeigt, dass die anderen Eigenschaften
“besonders” sind.

Bestimmt habe ich nicht alles gefunden, sicher gibt es Verallgemeinerungen.
Datei  C:\Dörte\Mathematik\Analysis\eulerKasten.wpd   Datum 29. Mai 2000 Update 13. Februar 2004 Dr. Dörte Haftendorn
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VI. Übergreifende Gesichtspunkte
Die vielen genannten Eigenschaften der Polynome  sollen nicht für sich genommen Gegenstand
des Lernens, oder gar des Auswendiglernens, sein. Sie fügen sich schlüssig ein in ein Konzept
des Mathematikunterrichts. Das soll im folgenden gezeigt werden.
VI.A Gemeinsames mathematisches Prinzip
Es wird eine Systematisierung der Erscheinungsformen der üblichen Polynome dadurch
angestrebt, dass wiederkehrende oder besondere Längen- und Flächenverhältnisse untersucht
werden. Dazu werden  einfache Fälle in Ursprungslage analysiert. Dann wird durch
Streckungen, Scherungen und Translationen der allgemeine Fall  einbezogen. Auf diese Weise
hält sich nicht nur der formale Aufwand in Grenzen, sondern es wird auch elegantes
mathematisches Arbeiten erfahrbar. Auch die Tatsache, dass die Polynome durch Ableiten und
Integrieren aufeinander bezogen sind, wird  sinnvoll ausgenutzt. Der Begriff des "Affen"-
Kastens erweist sich dabei als geeignetes Instrument, die Fülle die Einzelheiten einer
ganzheitlichen Sicht zuzuführen.
VI.B Pädagogischer Sinn
# Für Reisen in fremde Länder und Städte ist unbestritten der Grundsatz "connaître par

reconnaître" eine Hilfe, die Vielfalt der Erscheinungen für sich fruchtbar zu machen. In
diesem Sinn wird es für die Schüler eine Hilfe sein, wenn sich die Polynome mit ihren
Eigenschaften schließlich übersichtlich in ihren Affenkästen präsentieren. Sie können so
eigentlich erst als Typ wirklich anschaulich werden. Der allgemeine Polynomterm ist
nur eine formale Beschreibung und Definition, Verstehen muss auch Bilder haben.
Außerdem ermöglichen Bilder ein Reden über die Zusammenhänge, das erst den Weg
für formale Nachweise ebnet. 

# Jede weitere Fragestellung und jede Funktion, die Polynome als Bausteine benutzt, wird
so leichter erfaßbar und durchschaubar, knüpft an Bekanntes an. 

# Auch recht tiefe Einsichten werden angeregt:  Technikern ist z.B. aus Erfahrung klar,
dass Polynome oft keine gute Approximationsfunktion zu einer Punktfolge bilden, da
sie zu unpassendem "Ausschwingen" neigen. Denkt man an die "Affenkästen" so wird
dieses Verhalten verstehbar.  

# Von einem falschen Verständnis der Brauchbarkeit von Potenzreihenentwicklungen in
größerer Entfernung vom Entwicklungspunkt wird man wirksam  geheilt. 

# Unbestritten ist die Fähigkeit zum Überschlagsrechnen ein wirksamer Schutz gegen
Irrtümer beim Gebrauch des Taschenrechners. Da nun aber auch Taschenrechner und
andere Computer Funktionen zeichnen, ist eine solide Kenntnis dessen, was etwa zu
erwarten ist und was nicht stimmen kann, unerläßlich. Der Mathematikunterricht hat
hier nun mehr zu leisten als bisher.

# Zahlenergebnisse bei "sturen" Standard-Kurvendiskussionen bekommen zunehmend
den Anstrich des Trivialen. So wichtig es ist, dass Schüler solche Ergebnisse auch "von
Hand" beschaffen können, so darf das doch nicht alles bleiben. Viel lohnender ist es,
diese Ergebnisse als Bausteine beim Aufbau eines Überblicks über die ganze betrachtete
Funktionenklasse zu benutzen, und den Überblick als das eigentliche Ziel zu
formulieren. 

# Allgemeine Aussagen sind genuin menschlich. Von Computer-Algebra-Systemen
können zwar auch allgemeine Terme hantiert werden, Frage, Ziel und Deutung sind aber
Sache des Menschen. Hierin steckt evt. ein höherer intellektueller Anspruch als in der
reinen Rechnerei, aber auch mehr Befriedigung. Wir können unsere Schüler nicht
schützen vor diesem Anspruch unser komplexer werdenden Welt und dürfen das auch
eigentlich gar nicht wollen. 
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4 Paul Eigenmann, Geometrische Denkaufgaben, Klett ISBN 3-12-722310-2
5 Schülerversion z.Z.(1998)  etwa 30 DM bei Existenz einer Schulversion

 bk-Teachware A-4232 Hagenberg
6 Schülerversion z.Z. etwa 300 DM, z.B. Additive GmbH 60433 Friedrichsdorf 
7 Zum Vergleich:  H.Benker, Mathematik mit dem PC, Vieweg ISBN 3528054131

VI.C Pädagogischer Einsatz
Mindestens seit anderthalb Jahrzehnten verwende ich den Affenkastenbegriff, insbesondere für
Polynome 3.Grades, in meinem Unterricht und habe stets die Erfahrung gemacht, dass die
allmähliche Erzeugung eines Überblicks den Schülern im Jahrgang 11 soviel Sicherheit gibt,
dass sie die üblichen Schulbuchaufgaben mit größerem Mut angehen. 
Im Zusammenhang mit dem immer stärker werdenden Bedürfnis nach Möglichkeiten zu
entdeckendem Lernen, problemorientiertem Vorgehen und freiem Arbeiten auch im
Mathematikunterricht  bietet sich dieses Polynomthema geradezu an. 
VI.C.1 Experimentelle Aufgaben, entdeckendes Lernen
Für die elementare Geometrie gibt es von Paul Eigenmann4  eine eindrucksvolle Sammlung von
Aufgaben, die einfach gezeichnet sind und für sich sprechen. In dieser Art ist es hier auch
möglich  entsprechende Bilder, mit Funktionsgraphen, passenden Kästen, zusätzlichen
Tangenten oder Flächen  vorzulegen  und die Besonderheiten entdecken zu lassen. (Anhang
Blatt 1 ff)
Dabei können die Schüler je nach ihrem Vermögen und nach ihren verfügbaren Werkzeugen
ganz verschieden vorgehen. Es kann die Funktion mit Zahlen konkretisiert werden, mit
Parametern in spezieller Lage (wie in den Kapiteln dieses Aufsatzes)  oder ganz allgemein
behandelt werden. 
VI.C.2 Beweisaufgaben
Mindestens für Leistungskurse ist auch das eigenständige Beweisen ein wichtiges Lernziel. Wie
oben schon vielfältig angedeutet, bleiben Beweise der hier angesprochenen Eigenschaften in
ihrem formalen Aufwand im Rahmen des Erträglichen. Außerdem ist durch die Vielzahl ähnlich
gelagerter Fragen bei den Polynomen verschieden Grades auch ein Üben und Lernen möglich,
das die anvisierte Klausuraufgabe noch nicht vorwegnimmt. 
VI.C.3 Klausuraufgaben
Hier bieten sich für Grund- und Leistungskurse vielfältige Möglichkeiten, die auch sonst
üblichen Aufgaben in dieser Richtung "aufzustocken".  Insbesondere geben diese Erkenntnisse
dem Lehrer die Möglichkeit, Aufgaben mit glatten und schönen Lösungen zu konstruieren.
(Anhang letztes Blatt vor den Folienvorlagen )
VI.D Computer-Algebra-Systeme
Seit es diese Möglichkeiten gibt, entsteht zunehmend auch das Bedürfnis, sie sinnvoll
einzusetzen. Wenn dieser Einsatz über reine Zahlenbeschaffung hinausgehen und dennoch im
Rahmen unseres Schulunterrichts von Schülern leistbar sein soll, so ist es gut, wenn er sich auf
eine ohnehin behandelte Funktionenklasse wie die Polynome bezieht und auch die
Fragestellungen selbst für Schüler auffindbar sind. Diesen Kriterien genügen die in diesem
Aufsatz behandelten "Affenkasten"-Zusammenhänge in besonderem Maße. 
Das m.E. im Preis-Leistungsverhältnis günstigste System für Schulen ist "Derive"5. Es ist jetzt
in deutscher Windows-Version verfügbar, hat wenig Hardwarevoraussetzungen und ist in den
schulrelevanten Fragen leicht zu hantieren. 
Die hier gezeigten Graphiken sind mit "Mathematica"6 erstellt. Das ist ein sehr umfassendes
System, das an den Hochschulen zum Standard geworden ist. Es ist etwas mehr an Syntax zu
lernen als bei Derive, wo gängige Anwendungen auf Tastendruck durchgeführt werden. Dafür
sind die Möglichkeiten für Sonderwünsche insbesondere bei der Graphik ungleich umfassender.
Der Vollständigkeit halber sei "Maple" erwähnt. Es steht m.E. dicht unter Mathematica.7
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VII. Abschluß und Ausblick
Vieles ist nun schon gesagt worden. Zum Abschluß möchte ich noch betonen, dass es einfach
Spaß macht, Affenkästen zu erforschen. Wahrscheinlich lässt sich noch einiges finden, auf das
hier gar nicht eingegangen wurde. Auch wenn es aus Sicht des Mathematikers nur wenige
zentrale Aussagen und viele Folgerungen gibt, so können doch viele dieser Folgerungen von
Schülern als eigenständige Erkenntnisse entdeckt werden. Der Aufbau einer logischen
Hierarchie ist dann noch ein weiterer sinnvoller Schritt. 
Lebendiger Mathematikunterricht, in dem mathematische Schönheiten, Ästhetik und
ganzheitliche Sicht ihren Platz haben, wäre mein Anliegen.



gemogelt haben. Finden Sie die Spione heraus und geben Sie möglichst Funkiionsteme fkr sie 
an. Weisen Sie f%r die Polyrnorne 3 .Grades die gezeigten Affenkasteneigenschafien nach. Sie 
können Achsenstellung und die Einheiten selbst wählen oder es etwas allgemeiner versuchen. 
Vielleicht finden Sie selbst noch weitere 



Aufgabe 

und geben Sie möglichst 

Funktionsterme fiir sie an. 

Weisen Sie fiir die Polynome 

3 .Grades die gezeigten 

Affenkasteneigenschaften 

nach 

Vielleicht finden Sie selbst noch weitere Eigenschaften. 

Lösungshinweise Stufe 1 

Günstig ist das Koordinatensystem im Wendepunkt und die Einheit 1 fiir die Karos. Dann hat ein sym- 

metrisches Polynom 3. Grades die Form f (X) = a X (X -b 2, . a und b kann man nun dadurch bestimmen, 

Hier sehen Sie einige Poly~lorne 3.Grades und e i n i g e l  

dass man den Funkt ( I /  -1) als Extremum kennt. Dann können die anderen Eigenschaften geprüft werden. 

Lösungshinweise Stufe 2 

1 Es ergibt sich f (X) = - X  (X -3). Dann ist von selbst f (2) = 1 . Daher kann es sich oben links und unten 
2 

I 

mitte nicht um Polynome 3. Grades handeln. Es sind dagegen g (X) = - sin(:x)und 

andere Funktionen, die sich dazwischen gemogelt 

haben. Sie können irn Folgenden die .4chsenstellung und 

die Einheiten selbst wählen oder es etwas allgemeiner 

versuchen. 

Finden Sie die Spione heraus 

1 
p (X) = -X ( X + 7 X - 26 ) . Links unten: Die Wendetangente und die Tangente im Punkt (-2/-1) 

18 

schneiden sich im Punkt ( - 4 / 2 ), also auf der Gitterlinie. Rechts unten: Durch den Punkt 
3 

( - i 2 ) verläuft auch die Parallele zur Nullstellentangente. Die Wahl des Koordinatensystems 

bedeutete keine wesentliche Einschränkung, denn alle anderen Polynome 3. Grades, die überhaupt 

Extrempunkte haben, gehen aus diesem durch Streckung hervor. 

Die Eigenschaften lassen sich durch Scherung sogar auf sämtliche Polynome 3. Grades übefiragen. 

Experimentieren Sie daher auch mit "schrägen Menkästen". 

Amierkutlg: Dicsc Aufgabe isl als azisforniulierfc J.,'arianfe zzi Blaii I zzi versiehcn. 



haben. Finden Sie die Spione heraus, und geben Sie möglichst Funktionsterme fur sie an. Weisen 
Sie f i r  die Parabeln die gezeigten Bärenkasteneigenschah nach. Sie können Achsenstelllang 
und die Einheiten selbst wählen oder- es etwas allgemeinen- versuchen. Vielleicht finden Sie selbst 



entsteht dadurch, daß an beliebiger StelIe eine Tangente gezeichnet wird. Weisen Sie die 
gezeigten Affenkasteneigenschafien nach. Sie können Achsenstellung und die Einheiten selbst 
wählen oder es etwas allgemeiner versuchen. Vielleicht finden Sie selbst noch weitere 
Eigenschaften. Welcher Zusammenhang besteht zu dem Eigenschaften des geraden APfenkastens? 

1 

f ( X )  = a x(xA2 - b) mit a=-, b=-2,Tan( 
4 

1 

£ ( X ) =  a ~ ( x ^ 2  - b ]  nut a=-, b-3,Tangrnte be i  X-1.2  
2 



Flächenverhältnisse. Sie können Achsenstellung und die Einheiten selbst wählen oder es etwas 
allgemeiner versuchen. Vielleicht finden Sie selbst noch weitere Eigenschafien. 
Bäaenkasten der Parabel Affenkasten des hhunomias 3.Grades 

Pantherkäfig des Polynoms 4.Grades 
I 

Gerades Zelt der Potenzfunktion 
I(=)-i"1, b-2, nachcnuerhaltnli hell:dwikelr3:1 

..... , . 
Zelt der gescherten . 
Potenzfunktion 



farbig einzuzeichnen und mit ihren G-ößenverhältnisseii zu beschriften. 



Aufgabe 1 Integrieren Sie : 

I , = / x ( x - X ) &  I ,  = 1 s i n r  d* I ,  = 1 x k &  mit k > - I  

Aufgabe 2 
Sie sehen rechts die Sinusfunktion und die Parabel p 
mit P('x) = t X ('X - E )  

Bestimmen Sie t so, daß die beiden Funktionen iin 
Maximum übereinstimmen. 
Ist die Parabel die obere oder die untere Kurve? 

- - 

. .. Berechnen Sie den winzigen Flächeninhalt, der sich 
zwischen der Parabel und der Sinusfunktion bildet. 
( ~ e m n d e n  Sie Aufgabe 1) 

Wie groß ist also der prozentuale "Fehler", den man 
macht, wenn man die Sinusfläche, durch die Parabelfläche ersetzt? 
Beurteilen Sie die Möglichkeit, statt der (fruher schwer zu berechnenden) Sinuswerte die Werte 
dieser Parabel zu nehmen. 
. - . . ~ - = . - . . . ~ . ~ . ~ . ~ k .  -- . .........-.&.-.-. .......L.=.z..z.A.&: J-............ .... irr.. ...% >.-." 2.. .. .. , . . , ... , . ... ,... .. , , . ... . ~ . ~ . . I ~ H ~ ~ . ~ : : : ,  : : : : : : ; : : : : ; ; : : ~ . ~ . < ~ ~ < < ~ ~ * : ~ < ~ > : + 5 ? ~ : ~ > ! ~ ~ - : : < ~ * : . : ~ 5 : = = 3 * E ~ * 5 + : ~ ~ : - : 3  -- 

Aufgabe 3 
1 1 4 3  

GegebenistdasPolynom f mit f (x )  = - (  - X  - - x 3  + 8 X )  . 
3 4 2 

Es ist insofern ganz schön, als es sowohl ausschließlich ganzzahlige Nullstellen, als auch 
ganzzahlige Wendestellen, als auch ganzzahlige Schnittstellen der Wendetangenten mit der Kurve 
hat. Es ist sogar noch eine der Extremstellen ganzzahlig. 

G 
a) Bestimmen Sie den Verlauf von f mit Ndstellen, Wendepunkten und Wendetangenten. Auch 
die Extrempunkte sind zu bestimmen, obwohl sie in dieser Aufgabe keine große Wichtigkeit 
haben. 
b) Legen Sie eine Zeichnung mit 1 Cm- Einheiten an. Sie brauchen 16 cm Platz über der x-Achse. 
Zeichnen Sie das Ubliche, aber auch die Wendetangenten ein. 

C )  Berechnen Sie die Fläche, die sich zwischen der Kurve und der Wendetagnente durch den 
rechten Wendepunkt bildet. 
d) Berechnen Sie die entsprechende Fäche fur den linken Wendepunkt. 
e) Diese beiden Flächen sind gleichgroß. Wundert Sie das? Kennen Sie Polynome 4.Grades, bei 
denen das selbstverständlich ist? Ahnen Sie einen Zusammenhang? 

Allgemeiner Hinweis: Gelingt Ihnen eine Rechnung oder die Aufstellung einer Gleichung nicht, 
so entnehemen Sie plausible Werte aus Ihrer Zeichnung. Führen Sie auf jeden Fall die 
Integrationen durch, auch wenn Sie nur "'erfundene " Geraden haben. 
Achtung !!!! etwa 80% der Punkte der Klausur sind in Aufgabe 3 !!!! Gutes Gelingen!!! 



Polynome im Affenkasten

• Für jedes Polynom bis zumFür jedes Polynom bis zum 
4. Grad gibt es einen Kasten, in 
dem es angeschaut werden kann.dem es angeschaut werden kann.

• Jede Potenzfunktion zeigt eineJede Potenzfunktion  zeigt eine 
besondere Schönheit.

• Neuentdeckungen sind jederzeit 
möglichmöglich.

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Universität Lüneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Köln 2001, LFB 2002, GDM 2003
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Polynome im AffenkastenPolynome im Affenkasten

Übersicht

• Polynome 3. Grades
• Scherung als Beweisgedanke
• Parabeln im BärenkastenParabeln im Bärenkasten
• Polynome 4. Grades im 

PantherkäfigPantherkäfig
• Potenzfunktionen

A d F kti kl• Andere Funktionsklassen
• Entdeckendes Lernen
• Fundamentale Ideen der 

Mathematik und ihrer Lehre
Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Universität Lüneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Köln 2001, LFB 2002, GDM 2003



Polynome 3. Grades im AffenkastenPolynome 3. Grades im Affenkasten

• Polynom 3. Grades, das Extrema hat.y ,

• Maximum und Wendepunkt 
definieren eine Kastenzelle.

• Symmetrie zum Wendepunkt.

• Überraschend ist:
di ä h t Z ll t idie nächste Zelle passt immer.

o.B.d.A

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Universität Lüneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Köln 2001, LFB 2002, GDM 2003



Polynome 3. Grades im AffenkastenPolynome 3. Grades im Affenkasten
• Jede Tangente schneidet die Wendetangente.

• Überraschend ist:

• Die Tangente am Kastenrand 
schneidet die Wendetangente g
auf der oberen Kastenlinie

• Der Schnittpunkt liegt immer 
an der 2:1 Teilungsstelle deran der 2:1 Teilungsstelle der 
Zelle

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Universität Lüneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Köln 2001, LFB 2002, GDM 2003



Polynome 3. Grades im AffenkastenPolynome 3. Grades im Affenkasten
• Die Nullstelle ist stets das        -fache der Extremstelle.

• Die Nullstellen -Tangente liegt 
also irrational“ im Kastenalso „irrational  im Kasten.

• Sie passt nicht zu den anderen 
wichtigen Tangenten.

• Wirklich nicht?

• Überraschend ist:
• Sie erbt“ ihre Steigung aus• Sie „erbt“ ihre Steigung aus 

dem Kasten, m.a.W.:
i i t t t ll l i• sie ist stets parallel zu einer 

markanten Kastenlinie.

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Universität Lüneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Köln 2001, LFB 2002, GDM 2003



Polynome 3. Grades im AffenkastenPolynome 3. Grades im Affenkasten
• Flächenverhältnisse • Die Inhalte der gezeichneten 

Flächen stehen im Verhältnis 
3 : 1

• Das ist einfach schön.

• Überraschend ist:

• Es ist ein rationales 
Flächenverhältnis, obwohl 
die beteiligte Nullstelle 
„irrational“ im Kasten liegt.

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Universität Lüneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Köln 2001, LFB 2002, GDM 2003



Polynome 3. Grades im AffenkastenPolynome 3. Grades im Affenkasten
• Flächenverhältnisse 

• Flächen gleicher Farbe sind 
gleich groß.

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Universität Lüneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Köln 2001, LFB 2002, GDM 2003



Polynome 3. Grades im AffenkastenPolynome 3. Grades im Affenkasten
Was gilt bei anderen g
Polynomen 3. Grades?
S ?• Scherung?

• Wie zeigt sich g
Scherung im 
Funktionsterm?Funktionsterm?

• Erreicht man 
alle Polynome 
3. Grades?

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Universität Lüneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Köln 2001, LFB 2002, GDM 2003



Polynome 3. Grades im AffenkastenPolynome 3. Grades im Affenkasten

Scherung erklärenScherung erklären

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg,  www.mathematik-verstehen.de    Folie  9



Polynome 3. Grades im AffenkastenPolynome 3. Grades im Affenkasten

Scherung bei Funktionen erklärenScherung  bei Funktionen erklären

GeradenadditionGeradenaddition 
bewirkt eine

Doppelte Nullstelle
Scherung 

Doppelte Nullstelle
wird zur Berührstelle.

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg,  www.mathematik-verstehen.de    Folie  10



Polynome 3. Grades im AffenkastenPolynome 3. Grades im Affenkasten

ScherungScherung
• durch Addition des Termsdurch Addition des Terms 

einer Ursprungsgeraden

2( ) ( 1)f x t x x 
2( ) ( 1)f x t x x m x  

• Scherachse ist die y-Achse
S h i k l i d ( i )• Scherwinkel ist der (spitze) 
Steigungswinkel.

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Universität Lüneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Köln 2001, LFB 2002, GDM 2003



Polynome 3. Grades im AffenkastenPolynome 3. Grades im Affenkasten

Scherung allgemeinScherung allgemein
• Addition eines linearen Terms 

zu einem Funktionsterm 
bedeutet geometrisch einebedeutet geometrisch eine 
Scherung des 
FunktionsgraphenFunktionsgraphen.

• Scherachse ist die Parallele zur y-Achse durch die y
Nullstelle der zum linearen Term gehörigen Geraden

• Scherwinkel ist der spitze Winkel den die Gerade mit• Scherwinkel ist der spitze Winkel, den die Gerade mit 
der x-Achse bildet.

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Universität Lüneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Köln 2001, LFB 2002, GDM 2003



Polynome 3. Grades im AffenkastenPolynome 3. Grades im Affenkasten
• Scherungen erhalten 

Teilverhältnisse undTeilverhältnisse und 
Inzidenzen

• Scherungen erhalten die 
Flächengrößeg

• Scherungen erhalten also 
auch die Flächenverhältnisseauch die Flächenverhältnisse

• Neu ins Bewusstsein gerückt:
• Scherungen erhalten die 

Wendestellen
• Scherungen erhalten den 

Grad eines Pol noms
Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Universität Lüneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Köln 2001, LFB 2002, GDM 2003

Grad eines Polynoms



Polynome 3. Grades im AffenkastenPolynome 3. Grades im Affenkasten
• Also:
• Jede Tangente definiert mit 

Berühr~ und WendepunktBerühr~ und Wendepunkt 
eine Kastenzelle.

• Alle für gerade Affenkästen  
bewiesenen Tatsachen gelten g
auch für schräge Affenkästen.

• Alles gilt für alle Polynome• Alles gilt für alle Polynome 
3. Grades. 

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Universität Lüneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Köln 2001, LFB 2002, GDM 2003



Polynome 3. Grades im AffenkastenPolynome 3. Grades im Affenkasten
• Also:
• Jede Tangente definiert mit 

Berühr und Wendepunkt eineBerühr- und Wendepunkt eine 
Kastenzelle.

• Alle für gerade Affenkästen  
bewiesenen Tatsachen gelten g
auch für schräge Affenkästen.

• Alles gilt für alle Polynome• Alles gilt für alle Polynome 
3. Grades. 

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Universität Lüneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Köln 2001, LFB 2002, GDM 2003



Parabeln im BärenkastenParabeln im Bärenkasten

P b l iParabeln im 
Bä k tBärenkasten

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Universität Lüneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Köln 2001, LFB 2002, GDM 2003



Parabeln im BärenkastenParabeln im Bärenkasten
• Die Existenz des Kastens ist 

   klar. 
• Die Sehne trifft  tatsächlich 

   2 2, ... 2 ,4r r r r

die Kästchenkreuzung

• Also:• Also:

• Es gibt die Scherung!

• Die Tangente an der Mittenstelle der Sehne 
hat die Steigung der Sehnehat die Steigung der Sehne

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Universität Lüneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Köln 2001, LFB 2002, GDM 2003



Parabeln im BärenkastenParabeln im Bärenkasten
• Die Existenz des Kastens ist 

   klar. 
• Die Sehne trifft die 

   2 2, ... 2 ,4r r r r

Kästchenkreuzung

• Also:• Also:

• Es gibt die Scherung!

• Die Tangente an der Mittenstelle der Sehne 
hat die Steigung der Sehnehat die Steigung der Sehne

• Das neue einbeschriebene Dreieck hat   1
8der Fläche des Ausgangsdreiecks 8

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Universität Lüneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Köln 2001, LFB 2002, GDM 2003



Parabeln im BärenkastenParabeln im Bärenkasten

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg,  www.mathematik-verstehen.de    Folie  17



Parabeln im BärenkastenParabeln im Bärenkasten
• Die Tangenten an den Ecken des 

Bä k tBärenkastens:
• treffen die untere Kastenkante auf 

einem Gitterpunkt

• Dies kann also 
gar keine 
Parabel sein. 

• Die beiden Tangenten schneiden 
sich untereinander auf der 
Unterkante des „Doppelkastens“

• Es gelten viele schöne 
Flächenverhältnisse

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Universität Lüneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Köln 2001, LFB 2002, GDM 2003



Parabeln im BärenkastenParabeln im Bärenkasten

Die Sehne AB definiertDie Sehne AB definiert
Ein Parabelsegment.
C h ißt S h it l dC heißt Scheitel des
Parabelsegmentes.

Mit einer Folge von g
Dreiecken  hat
Archimedes dieArchimedes  die
Parabelfläche
bestimmtbestimmt.

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg,  www.mathematik-verstehen.de    Folie  19



Parabeln im BärenkastenParabeln im Bärenkasten

MP ist ein Viertel der Segmenthöhe.
D it i t di Flä h d ü D i k i A ht l d dDamit ist die Fläche des grünen Dreiecks ein Achtel von der des
großen Dreiecks.

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg,  www.mathematik-verstehen.de    Folie  22



Parabeln im BärenkastenParabeln im Bärenkasten

Aus dem Buch: Archimedes Palimpsest
Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg,  www.mathematik-verstehen.de    Folie  20

Aus dem Buch: Archimedes Palimpsest



Parabeln im BärenkastenParabeln im Bärenkasten

Es ist eine Ellipse, wie die fünf Punkte zeigen, und keine Parabel.
Die Parabel ist die rote Kurve Die Dreiecke waren total falsch

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg,  www.mathematik-verstehen.de    Folie  21

Die Parabel ist die rote Kurve. Die Dreiecke waren total falsch.



Parabeln im BärenkastenParabeln im Bärenkasten

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg,  www.mathematik-verstehen.de    Folie  24



Parabeln im BärenkastenParabeln im Bärenkasten

• Archimedes
15 15 15

• Archimedes 
und seine 10 10 10

Parabel-
Ausschöpfung-4 -2 2 4 6 8

5

-4 -2 2 4 6 8

5

-4 -2 2 4 6 8

5

Ausschöpfung
-5 -5 -5

• Bei jedem Schritt werden neue Sehnendreiecke gebildet.
• Die Flächensumme der neuen Sehnendreiecke ist ¼ der 

vorigen.
• Die Gesamtflächen bilden eine Geometrische Reihe mit 

dem Faktor ¼ und der Summe 4/3*Startdreieck.  
• Damit nimmt die Parabel 2/3 des Kastens ein.Damit nimmt die Parabel 2/3 des Kastens ein.

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Universität Lüneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Köln 2001, LFB 2002, GDM 2003



Parabeln im BärenkastenParabeln im Bärenkasten

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg,  www.mathematik-verstehen.de    Folie  25



Parabeln im BärenkastenParabeln im Bärenkasten

T ß
2 0 ( )

y y
b a


 Trapez groß

• Trapez groß ( )
2

b a

1( )y b a• Trapez klein
-Trapez klein

Parallelogramm

• Integral = Trapez groß -1/3 Parallelogramm

1( )y b aTrapez klein Parallelogramm

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg,  www.mathematik-verstehen.de    Folie  26

Integral  Trapez groß 1/3 Parallelogramm 



Parabeln im BärenkastenParabeln im Bärenkasten

b b  0 1 2( ) 4
6

b b af x dx y y y
   6a

exakt für Parabel
und Polynom 3. Grades

Keplersche Regel

beliebige Fkt. f  ( ) 4
b b af x dx y y y

  

p g

Johannes Kepler (M th tik A t ) f d h

beliebige Fkt. f
durch die Stützpunkte  0 1 2( ) 4

6a

f x dx y y y  
• Johannes Kepler (Mathematiker, Astronom) fand schon 

Anfang des 17. Jahrhunderts diese  Keplersche (Fass-)Regel. 
M h f h A d füh t Si l

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg,  www.mathematik-verstehen.de    Folie  27
Mehrfache Anwendung führt zur Simpsonregel.



Polynome 4. Grades im PantherkäfigPolynome 4. Grades im Pantherkäfig
• Polynome 4. Grades: 
• Sie haben entweder genau zwei 

Wendepunkte oder gar keine.
• Betrachtet werden die Graphen mit zwei 

Wendetangenten und deren Schnittpunkte mit 
dem Polynom.y

• Ist r der Abstand der 
• Überraschend ist:

Wendestellen, dann ist r auch 
der Abstand der 
Schnittstellen von den 
Wendestellen.

• Die Flächen zwischen Wendetangente und Kurve sind links 
und rechts gleich groß

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Universität Lüneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Köln 2001, LFB 2002, GDM 2003

und rechts gleich groß.



Potenzfunktionen y=xk mit k>1Potenzfunktionen y x mit k>1

3
2 32y x
2y x 3y x

3:2 2:1 3:12:1 3:1
Tablefx,r,1,3, 0.5

4y x
5y x 6y xy

4:1 5 :1 6 :1
Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Universität Lüneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Köln 2001, LFB 2002, GDM 2003



Gescherte Potenzfunktionen y=xk +mx mit k>1Gescherte Potenzfunktionen y x +mx    mit k>1

m=0

m=1

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg,  www.mathematik-verstehen.de    Folie  30



e-Funktion mit „Eulerkasten“e Funktion mit „Eulerkasten

• Entstehung des Graphen aus Bausteinen
• e-Funktion um k verschieben• e-Funktion um k verschieben.
• quadrieren
• Asymptote y= k2.y p y

• Bei wachsendem k wandert die Extremstelle 
nach außen, die Asymptote nach oben.

Fundamentale Idee
Funktionen aus Bausteinen 

aufbauen

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Universität Lüneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Köln 2001, LFB 2002, GDM 2003



e-Funktion mit „Eulerkasten“e Funktion mit „Eulerkasten

• Wendepunkt
E t kt• Extrempunkt

• Schnittpunkt mit der Asymptote

• Überraschend ist:

• Für alle k sind Wendestelle und 
Schnittstelle mit Asymptote ln 2 vonSchnittstelle mit Asymptote ln 2 von 
der Extremstelle entfernt. 

• Also: Die Streifenbreite ist stets ln 2• Also: Die Streifenbreite ist stets ln 2.

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Universität Lüneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Köln 2001, LFB 2002, GDM 2003



e-Funktion mit „Eulerkasten“e Funktion mit „Eulerkasten

• Die Wendetangente schneidet 
Asymptote und x-Achse

• Überraschend ist:

y p
• Dadurch wird ein Kasten definiert.

Überraschend ist:
• Für alle k hat dieser Kasten die Breite 2
• Der Wendepunkt liegt auf dem rechten• Der Wendepunkt liegt auf dem rechten 

unteren Viertelpunkt.

• Die Kastenfläche 
ist so groß wie die Fläche 
zwischen Kurve und 
Asymptote.
A 2 k 2

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Universität Lüneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Köln 2001, LFB 2002, GDM 2003

• A=2 k 2



e-Funktion mit „Eulerkasten“e Funktion mit „Eulerkasten

Viele Flächen
sind Vielfache 
der 
Kastenzellen.

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Universität Lüneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Köln 2001, LFB 2002, GDM 2003



e-Funktion mit „Eulerkasten“e Funktion mit „Eulerkasten

Viele Flächen Erforschen Sie
sind Vielfache 
der 

Erforschen Sie  
mathematische

Kastenzellen.
mathematische 
Schönheiten!

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Universität Lüneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Köln 2001, LFB 2002, GDM 2003

Schönheiten!



Polynome im AffenkastenPolynome im Affenkasten

• Danke für Ihre 
Aufmerksamkeit!

Ergänzungeng g

• www doerte-haftendorn de
Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Universität Lüneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Köln 2001, LFB 2002, GDM 2003

www.doerte haftendorn.de

Haftendorn
Schreibmaschinentext
in Form von Folien oder zumindest in projizierbarer Großschrifteingesetzt in Workhops, Vorlesungen u.Ä.. 

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext



Parabeln im BärenkastenParabeln im Bärenkasten
• Die zu einer Parabelsehne 

ll l T t h t ihparallele Tangente hat ihre 
Berührstelle an der 
Mitt t ll d S h

• Mit anderen Worten:
Mittenstelle der Sehne.

• Die Tangente an der Stelle r 
lässt sich mit Hilfe der Sehne 
zu einem zu r symmetrischen 
Intervall finden.

• Beweis: Durch Scherung lässt sich die Tangente 
in die x-Achse überführen. Dann ist die 
Eigenschaft trivial.

• O.B.d.A kann das Intervall [0 / 2r] genommen werden, sic!
Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Universität Lüneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Köln 2001, LFB 2002, GDM 2003

[ ] g ,



Parabeln im BärenkastenParabeln im Bärenkasten
• Die Tangente an der Stelle r, 
• die Sehne zu 
• die Sehne zu

[ , ]r r  
[ 2 , 2 ]r r  die Sehne zu

• bilden einen gleichmäßigen 
Kasten.

[ 2 , 2 ]r r 

Kasten.

• Beweis: Durch Scherung lässt sich die Tangente 
in die x-Achse überführen. Durch Verschiebung g
und Streckung entsteht die Normalparabel. Für 
sie ist wegen (2b)2=4 b2 die Eigenschaft klar.

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Universität Lüneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Köln 2001, LFB 2002, GDM 2003



Polynome 3. Grades im AffenkastenPolynome 3. Grades im Affenkasten
• Flächenverhältnisse • Die Inhalte der gezeichneten 

Flächen stehen im Verhältnis 
3 : 1

• Elemente des Beweises:

d di R höh i 2 3• denn die Rasterhöhe ist 2 a r3.

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Universität Lüneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Köln 2001, LFB 2002, GDM 2003



Polynome 4. Grades im PantherkäfigPolynome 4. Grades im Pantherkäfig
• Sei ein Polynom 4. Grades mit zwei Wendepunkten betrachtet. 
• O.B.d.A.  sei  W1 im Ursprung, W2 an der Stelle r, o.B.d.A Faktor=1

2''( ) ( )f x x x r x r x   
3 21 1

3 2'( )f x x r x a  
4 31 1( )f

• Wendetangenten

4 31 1
12 6( )f x x r x a x  

3 412( ) ( )rw x a x r  1( )w x a xWendetangenten 6 122( ) ( )w x a x r1( )w x a x

• Schnitt w2 mit f kann durch Ausnutzung der Kenntnis: r ist 3-fache 
S h itt t ll l t lö t d

• f ist symmetrisch wenn
Schnittstelle elementar gelöst werden.

'( ) '(0)f r f  ( ) 0f r , alternativ wenn

3

12
ra • das führt zur Symmetriebedingung: 

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Universität Lüneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Köln 2001, LFB 2002, GDM 2003

12



Polynome 4. Grades im PantherkäfigPolynome 4. Grades im Pantherkäfig
• Sei ein Polynom 4. Grades mit 

fHxL= 1 x^2Hx^2 - 6LL
zwei Wendepunkten betrachtet. 

• O.B.d.A.  sei  es symmetrisch.
20

• Die Gerade vom Wendepunkt
• Überraschend ist:

10

• Die Gerade vom Wendepunkt 
zu oberen Kastenecke 
halbiert die Fläche zwischen

-3 -2 -1 1 2 3

halbiert die Fläche zwischen 
Wendetangente und Kurve.
(hellgrau= mittelgrau)

-10

(hellgrau  mittelgrau)
• Die Randtangente halbiert die 

untere Zellenkante.

• Die Formenvielfalt 
nimmt Überhand!
Ni ht d 4 f h d d

• Eine gewisse Rolle spielen die 
Drittel- und Neuntel-Zellenhöhe

• Nicht das 4-fache, sondern das 
4,2-fache der zipfeligen Fläche
ist  so groß wie die hellgraue.

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Universität Lüneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Köln 2001, LFB 2002, GDM 2003

g g



Potenzfunktionen y=xk mit k>1Potenzfunktionen y x mit k>1

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Universität Lüneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Köln 2001, LFB 2002, GDM 2003



Gescherte Potenzfunktionen y=xk +mx mit k>1Gescherte Potenzfunktionen y x +mx mit k>1

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Universität Lüneburg, Math. Ges. Hamburg 2001, MNU Köln 2001, LFB 2002, GDM 2003



Die Tangente einer Parabel an $er Stelle r ist vielen 
Physiklehreni 

parallel zoa Sekante über dem Intervall bekannt, 

I r + E , r - E ] mit beliebigem E>O Beweis s ri 



d l e  Polynome ht ten  - . . -  . I. ( X )  = a X ( s A 2  - b) mit a=-1, b=3, Tangente bei r=-1 
Grades Bassen1 sich ana 
einen solcherz Affen- 
Masten zeiclmen. 
Das Kastenraster wird 
durch Extrempunkt ~lnd 
S yrnmetriepunkt definiert. 
Die Wendetangente und 
die eingezeichneten 
Randtangenten schneiden 
sich an besonderer Stelle 
auf dem Rand. 
Die Tangenten in den 
Nullstellen haben eine 
besondere Steigung, die 
sich schon aus den hier 
zeichneten Punkten ergibt. 
Gleichfarbige Flächen 
sind gleichgroß. 
Die Fläche zwischen der 
iinteren Tangente und dem 
Maxirnumbogen ist ein 
ganzzahliges Vielfaches 
der Fläche zwischen der 
x-Achse ~ind dem 
Minirnurnbogen. 
W Weisen Sie diese 
Eigenschaften zunächst an 
der hier gezeichneten 
Funktion nach. 
W Wahlen Sie selbst ein 
solches Polynom 3. 
Grades, das Extrema hat. 
Zeichnen und rechnen Sie 
das Entsprechende. 

Stellen Sie überlegungen oder Rechnungen an, die beweisen, daß diese Eigenschaften 
fur alle Polynome 3. Grades in symmetrischer Ursprungslage gelten. Wie verhält es sich mit 
anderen Lagen? 
W Zeichnen Sie sich auf Karopapier einen beliebigen 16-Felder-AfTenkasten und skizzieren 

, Sie darin möglichst genau und schön ohne irgendwelche Rechnungen ein passendes 
1, Polynom 3.Grades. Bestimmen Sie nun erst eine Gleichung für Ihr Polynom. 

Vielleicht entdecken Sie noch mehr schöne Eigenschaften. 



3 

Grades und bei f (X) = a x (xA2 - b) mit a=-i, lr>=3, Taingente bei r=- ( - )  
'7 

darauf-' ein Beriihvunkt L- 

r eine Tangente 
gegeben, so entstelit 
d u r c l i  d e n  
Berührpuilkt, den 
Wendepunkt und die 
Tangenteririchtung ein 
Parallelograinm. Das 
ist eine Zelle fur einen 
16-Felder-Affenkasten. 
Wie im waagerechten 
Fall schneiden sich die 
Wendetangente und die 
eingezeichneten Rand- 
t a n g e n t e n  an  
besonderer Stelle auf 
dem Rand. 
Gleichfarbige Flächen 
sind gleichgroß. 

Weisen Sie diese 
Eigenschaften zunächst 
an der hier gezeichne- 
ten Funktion nach. 

Whhlen Sie selbst 
ein beliebiges Poly- 
nom 3 .  Grades und 
wahlen Sie darauf 
einen Beruhrpunkt. 
Zeichnen und rechnen 
Sie das Entsprechende. 
B Stellen Sie Uber- 
legungen oder Rech- 
nungen an, die beweisen, daß diese Eigenschaften fur alle Polynome 3. Grades in 
symmetrischer Ursprungslage gelten. Wie verhält es sich mit anderen Lagen? 
I Zeichnen Sie sich auf Karopapier einen beliebigen schrägen 1 6-Felder-AfTenkasten und 
skizzieren Sie darin möglichst genau und schön ohne irgendwelche Rechnungen ein 
passendes Polynom 3 .Grades. Bestimmen Sie nun erst eine Gleichung für Ihr Polynom. 
I Was gilt, wenn das Polymom keine Extremstellen hat? 



Gerader Pantherkäfig ffir PoBynsme 4. Grades 

Auch Polynome 
$.Grades lassen sich in 
einen Kasten zwängen, 
sofern sie überhaupt 
einen Wendepunkt 
haben. 
Sie haben dann auch 
gleich zwei Wende- 
punkte, wie man an 
der Parabel der 
2.Ableitung sieht. 
Seien zunächst sym- 
metrische Polynome 4. 
Grades mit Wende- 
punkten betrachtet. Die 
Funktionsgleichung sei 

2 2 f(x)=ax ( X  -6r2) 
Dabei gibt die Wendestelle r die Rasterbreite an. 
Die Rasterhöhe ist 9 a r 4  , wobei, wie im Bild ersichtlich, auch noch 
3 a r 4  und a r 4  selbst wichtig werden. Die Eigenschaften an den Stellen 
r und 2r können durch den Affenkasten der 1.Ableitung begründet 
werden. Insbesondere findet man so die rechts unten klein einge- 
zeichnete Parallele zu Wendetangente. Die äußeren Extrem- und 
Nullstellen liegen in irrationalem Verhältnis zu den Wendestellen 

X,= r und X,= &J6 r , die Extrempunkte liegen aber auf dem 
unteren Kastenrand. Wendetangente und Randtangente treffen den 
unteren Kastenrand in der Mitte M zwischen zwei Stangen. 
Verbindet man den Wendepunkt mit der oberen Kastenecke, so wird 
die Fläche zwischen Wendetangente und Kurve genau in zwei 
Hälften geteilt, jede hat den Inhalt 128 r 5  . Die zipfelige Fläche 

5 

links unten hat den Inhalt 8 a r  45 . Verhältnis 16:5 und nicht 16:4 wie man meinen k6nnte. - % * ~ ~ ~ d p ~ # ~ & * ~ % - G ~ % x C ~ ~ ~ - 1 W < L n n -  .-----------------P--- "V ----." ---- -------- -- "- 
Dr. Dörte Hafkndom Johanneum Lüneburg 



Für alle Polynome 4. Grades mit Wendepuikten gilt: 
Die Flächen mischen Kurve Wendetangente sind links und rechts 
gleich groß. Die Schnittstellen und die Wendestellen bilden ein 
gleichmäßiges Raster, speziell sind sie ganzzahlig, wenn das fur die 
wendestellen gilt. 
Auch ohne diese Kenntnis lassen sie sich immer mit algebraisclier Division 
oder Homerschema berechnen, da die Wendestelle dreifache Lösung des 
Schnittproblems ist. B; 



Reine Potenafunktion vom Grad k k s l  

Funktionen f mit f ( x )  = X ji und ' 

k>l bilden mit der x-Achse und 
der Geraden x=b eine Fläche der 

h" ' 1 

Größe - . Die Tangente iin 
k + l  

Punkt P schneidet die x-Achse an 
k - 1  der Stelle - h ,  d.h. der 

k 

Abstand dieser Nullstelle von b 
verliält sich zu b wie k : I .  
Diese Tangente bildet mit der 

. - .. Tangente im Ursprung das 
Flächenstück F (dunkelgrau). Das 0 0.5 1 1.5 2 

konvexe Parabelsegment habe 
den Inhalt K (hellgrau). AUS elementaren Integrationen ergibt sich: 

Gescherte Potenz- 

K und F stehen im Verhältnis k : 1 

funktion 

ji 1 

f ( x ) = - a " 3 - l x ,  K:F=3:1 

2 

Dieselben Flächengrößen und 
dieselben Längenverhältnisse 
gelten auch für gescherte 
Poteiizfunktionen. Hier wurde 
durch Addition der Geraden 
y = m x mit der y-Achse als 
Scherachse um den Schenvinkel 

,z...~.-~r..:..-.. .';*;.„:z',.,r!. .;.,L ..,. ;...*.;;,.:z.,;,.i-..2: ~-:., .-....-... . 1:s,T:B:iiL<2 sz>7,1 zi<.;Iz:G >>,:.: vII'::<.Ti.i.. - - -  ...-. -- ... . ' - . .  -P .-..,' . . 
<2-:ts.s >-*2,; :.L-<. +, A L-.- ..--. 's?>..-.s.-u 

a mit tan a= m geschert. 
Für ganzzahlige k haben die Polynome f mit f ( ~ )  = X *  + m X bei 
ungeradem k im Ursprung einen Wendepunkt, bei geradem k eine 
Plattstelle. =Nullstelle der 2. Ableitung ohne Vorzeichenwechsel 
P..----"-?. .-.. --..-- lZiiFUJii alli.li..~G.i-i-a,CL.=-*f=~$ 1,1.11~,<.7.s,U;Ui. n.LE.LE.LEiii.<,i, L ri.~,-a:*.G>,G,..... ~ . - - . . - " . . - ~ i 3 r i 3 r i . 3 r i , 3 r i i U ~ U U U " 1 f Y ~ . . - -  -- *....-.-.- 4 ---------.T- -^ -.-W ^ .-..*.,.......-.--.-. " ------.------.-----Sm----------- 

DI. Dörie Haftendorn Johanneum Liineburg 



  Abb. 1

Dörte HAFTENDORN, Lüneburg

Polynome im Affenkasten
Polynome nicht zu hohen Grades haben die überraschende Eigenschaft,
dass sie sich in Kästen oder äquidistanten Gittern einpassen. Im
Zusammenhang damit gelten auch viele schöne Flächenverhältnisse. Es
eröffnet sich die Möglichkeit, entdeckendes Lernen anzuregen und dabei
durchaus sinnvolle Experimente mit Computeralgebrasystemen zu
unterstützen. Der Scherungsgedanke führt zu eleganten Beweisen und
Verallgemeinerungen, einige Grundgedanken lassen sich auch bei anderen
Funktionenklassen anwenden. Ziel des Beitrags ist es zu zeigen, dass auch
in mathematischem Standardstoff außerordentliche Schönheit verborgen
ist, geeignet, die Freude an der Mathematik wach zu halten.
Vorbemerkungen  
Wenn Lernende in der Mathematik eigenständig tätig werden sollen, ist es
unerlässlich, dass sie ihre Vermutungen, Überlegungen und Entdeckungen
in Worte fassen können, mit Worten kann der kreative Prozess erst
eigentlich in Gang kommen.  Daher habe ich die “Affenkästen”, “Bären-
kästen” und “Pantherkäfige” für die Polynome eingeführt. Ein wenig stand
auch der mittelalterliche Gaukler Pate, der sein exotisches Tier im Käfig
präsentierte. Das Bild des Käfigs passt zu dem im Folgenden vorgestellten
gleichmäßigen Raster, dem sich die Polynome niederen Grades nicht
entziehen können. Die starke “innere Formbindung” kennt auch der
Ingenieur, der lieber zu Splines statt zum Interpolationspolynom greift. 
Affenkästen der Polynome 3. Grades 
Wendepunkt und Extrempunkt (falls vor-
handen) definieren eine Kastenzelle. Alle
Polynome 3. Grades mit Extrema haben
(bis auf Achsenstreckungen) den hier mit
ausgewählten Tangenten gezeigten
Graphen. Offenes Arbeiten wird schon
dadurch angeregt, dass kein Funktionsterm
und kein Koordinatensystem vorgegeben
wird1. Auch die Generalisierung muss nicht
vorweg angeregt  sein, sondern ergibt sich
als sinnvolles mathematisches Tun2.
1 Selbstverständlich sollen die gezeigten Rasterpunkte exakt erreicht werden und nicht
nur ungefähr.  Stets vermittelt das Raster exakte Information.
2 Insofern sollen fundamentale mathematische Arbeitsweisen angestrebt werden.



Abb. 2

      Abb. 3

Scherung

Die Addition eines linearen Terms zu
einem beliebigen Funktionsterm bewirkt
eine Scherung des Graphen. Scherachse ist
die Parallele zur y-Achse durch die
Nullstelle der addierten Geraden. Inzi-
denzen, Teilverhältnisse und Flächen blei-
ben erhalten, aber auch Wendestellen und
der Grad der Polynome.

Daher gelten alle am geraden Affenkasten
gefundenen Eigenschaften auch an
schrägen Affenkästen. Die Rolle des
Extremums nimmt der Berührpunkt einer
beliebigen Tangente ein. Damit gibt es nun
zu jedem Polynom 3. Grades unendlich
viele solcher Affenkästen.

Es zeigt sich, dass die Scherung eine zu unrecht vernachlässigte Abbildung
ist. In den hier betrachteten Zusammenhängen wird sie auch bei anderen
Polynomen mit großer Wirkung eingesetzt. 

Es ist sehr ergiebig Flächen und Flächenverhältnisse zu betrachten. Das
kann hier nicht dargestellt werden [Ha]. 

Bärenkästen der Parabeln

Zu jeder Sehne einer Parabel existiert an
ihrer Mittenstelle3 die zu ihr parallele
Tangente. Diese Tatsache wird auch von
Physikern gern verwendet und ergibt sich
hier, wenn man sich die Sehne in
waagerechte Lage geschert denkt. Die vier
Zeilen des Kastens folgen aus (2r)2 = 4r2.
Besonderheit ist, dass die Randtangente
stets wie gezeigt den Rasterpunkt trifft. Das
hat zur Folge, dass sich die Tangenten an
der  Mittenstelle auf dem Doppelkastenrand
treffen. Das lässt sich sowohl durch
Ableiten, als auch durch Scherung zeigen.
Auch hier sind Flächenberechnungen und
ihr Vergleich mit der Kastenfläche sinnvoll. 
3 Das Wort “Stelle” wird konsequent für Abszissen (x-Werte) verwendet.



Abb. 4

Abb. 5

Archimedes hat die Fläche zwischen Parabel
und Sehne durch Ausschöpfung mit Dreiecken
bestimmt [Ha]. Heute ist die Integralrechnung
das angemessene Werkzeug, um zu beweisen,
dass die Parabel zwei Drittel des Kastens
einnimmt (Abb. 4).

Aus ihm folgt durch Betrachtung passender
Trapeze sofort die “Keplersche Regel”4

 ( )0 1 2( ) 4
6

b

a

b af x dx y y y−≈ + +∫
und damit ein direkter Bezug zu Anwendungen.

Pantherkäfig der Polynome 4. Grades

Polynome 4. Grades haben entweder
genau zwei Wendepunkte oder gar
keinen. Die beiden Wendestellen, so
vorhanden, definieren ein Gitter, auf
dessen äußeren Stangen die Wende-
tangenten den Graphen schneiden. Die
Flächen links und rechts zwischen
Wendetangenten und Graphen sind
gleich groß. Die Verbindung des
Wendepunktes mit dem Schnittpunkt
halbiert die betrachtete Fläche [Ha].

Wenn bei der Funktion f mit 4 31 1
12 6( ) ( )f x a x r x m x= − +

der Wendestellenabstand r ganzzahlig gewählt wird, lassen sich die
Schnittprobleme leicht lösen, obwohl sie vom Grad 4 sind. Dazu muss man
ausnutzen, dass die Wendestelle dreifache Nullstelle der Schnittproblem-
Gleichung ist. Natürlich lassen sich auch biquadratische Funktionsterme
gut handhaben. Eine Quergliederung bringt hier keine “guten” Ergebnisse
mehr. Die Formenvielfalt nimmt mit dem Grad der Polynome stark zu.
4 Die Bezeichnung “Fass-Regel” sollte man vermeiden, da Lernende leicht meinen,
man bestimme mit ihr ein Volumen. 
5 Der Name “Pantherkäfig” ist dem Gedicht von R. M. Rilke: “Der Panther” entlehnt.



Abb. 6 b

      Abb. 7

      Abb. 8

( ) kf x x=

:1k

Potenzfunktionen

Verbindet man einen beliebigen Punkt einer
beliebigen Potenzfunktion mit k>1 mit dem
Ursprung und längs der Tangente mit der x-
Achse, so teilt der Funktionsgraph das ent-
stehende Dreieck im Verhältnis .:1k
Beim ersten Erkunden sollte man mit  b=1 die
Rechnungen vereinfachen.

Varianten dieses schönen Zusammenhangs kann
man durch Addition eines linearen Terms (Scherung, s.o.) oder durch
Betrachtung von Wurzelfunktionen erhalten.

Eine besondere Exponentialfunktionenschar

Die durch  ( )2
( ) x
k x e kf = −

definierte Schar ist einschlägig bekannt.
Dennoch wird i.d.R. nicht das Augenmerk
auf Zusammenhänge gerichtet. 

Beachtet man, dass da eine verschobene
eSFunktion quadriert wird, so sind die
Berührnullstelle  ln(k)  und die Asymptote
in der Höhe  k2 klar. Erstaunlich ist, dass
die Wendestelle und die Schnittstelle mit
der Asymptote von der Nullstelle stets den
festen Abstand ln(2) haben (Abb. 7).

Die Wendetangente bildet durch ihren
Schnitt mit der x-Achse und der
Asymptote einen Kasten. Dieser hat die
feste Breite 2 und der Wendepunkt liegt immer auf der gezeigten
Viertelstelle (Abb. 8). Die Fläche des Kastens ist 2k2 und damit genau
gleich der links nicht begrenzten Fläche zwischen Asymptote und Graph.

Mathematische Besonderheiten und Schönheiten lassen sich vielfältig
entdecken.

Literatur und weitere Informationen

[Ha] Haftendorn: “Polynome im Affenkasten”,  www.doerte-haftendorn.de



158 10.6 Funktionen im AfFenkastemi 

1 Oe6 Funktionen Im A f f f e a k ~ ~ t e ~  
M t  freundlicher Genehmigung von Prof. Dr. Dörte Hafiendorn; Universität Eüneburg O 2003 

In diesein Projekt geht es zuerst um ganzrationale Funktionen dritten Grades tnit drei Null- 
stellen und Symmetrie des Schaubilds zum Ursprung. Anschließend stellt sich die Frage, ob 
die gefundenen Eigenschaften sich auf weitere (alle) Funktionen dritten Grades bzw. deren 
Schaubilder übertragbar lassen. 

Hier ein Schaubild einer solchen Funktion in einem speziellen Raster, dem Menkasten 

Geben Sie auf folgende Fragen Antworten ! 2 i 

und begründen Sie Ihre Antworten durch i 
Rechnung oder verbal. Führen Sie die j 
Aufträge aus. Maple kann sowohl bei den I j 

j Schaubildern durch schnelle Manipulation .............. „, ,a., ............ ..I. .i .........- .- . - j .  . - . . . . - . . .  - . . .  
I 

,)*,/ i I ' -,> ,.L ! 4 i 
- .  -. am Term wie bei den Berechnungen I ., I +~. X\ 1 ! 

ii 
i i  1 i .  

helfen. Versuchen Sie möglichst bald, - i i . , 
.% , \ r; I 

allgemeine Zusammenhänge, die Sie =. X i I \ X :  I . ' 1 i I 

'r ! . , 
erkannt haben, auch in M a ~ l e  allgemein zu n.7: ........ . . . . . . . i  ' 

.. P , , 
- -. 1 

nutzen. E i e  von Anfang an sorgf5ltige -2 
- . - 8 P!\ 

Dokumentation in und mit Maple i Lz i 
.f i 1 ><'- 1 P > 

erleichtert die Arbeit. j i "i, I i 
g I ". ' J j -. 

i Welche besonderen Punkte weist das $. .......... -. . - .... - .- .. .. .- .. .I .. .' - .... .- - -- ---I"-- .. - - -. ... - .-. i 

1 ' i i I Schaubild auf? 
I 

I 
! ! i 

i i 
Wie lautet demnach eine Gleichung 1 I i 

I 
I 

I ! fur die zugehörige Funktion? I . .  .... .. . i .................. 
I. L L . .  -..i I 

-2 
Warum wurde wohl genau dieser 
Kasten (Ausschnitt des Schaubilds) mit diesen Abmessungen gewählt? 

Zeichnen Sie in den Randpunkten links und rechts sowie im Wendepunkt die Tangente 
/- ein. Wo treffen sich die ,,RandtangentenC' mit der Wendetangente? Kann man die 

Koordinaten der Punkte angeben? 

Die eben gefundenen Schnittpunkte verbinde man links mit dem Punkt PL(-210) und 
rechts mit P~(210) und berechnet die Steigung der Verbindungsgeraden. Vergleichen Sie 
diese Steigung mit der der Tangenten in den Nullstellen. Was fallt auf? 

Gibt es einen Zusammenhang zwischen der Steigung der Tangenten in den Nullstellen 
und der der Wendetangente? 

Seien nun die Funktionen f und g mit f (X) = -X - (X* - 2) bzw. g(x) = X - (x2 - 3 )  
gegeben. Gibt es fur deren Schaubilder auch einen AEenkasten mit den prinzipiell 
gleichen Eigenschaften wie oben? 

Passen alle Schaubilder von Funktionen dritten Grades, die punktsymmetrisch zum 
Ursprung sind, in solche Aftenkästen? Lässt sich das beweisen? Wie sieht es in dieser 
Hinsicht mit beliebigen ganzrationalen Funktiocen 3. Grades aus? Versuchen Sie zu 
begründen oder gar ni beweisen. 
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%lern jetzt noch nicht der Kopf schwirrt, der kann sich auch an Flächenverhältnisse wagen 
Betrachten Sie dazu die Skizze. 

Bestimmen Sie die Flächeninhalte 
der grauen Flächen und das 
Verhältnis der beiden Inhalte 

Gilt das gleiche Flächenverhaltnis 
auch f ir  die Schaubilder der 
Funktionen f und 3? 

Lässt sich der Zusammenhang 
allgemein begründen oder 
beweisen? 

Wer mehr über Atfen- oder Bärenkästen 
i sowie Pantherkäfige wissen möchte, 
i findet Hinweise bei der Internetadresse 
i , , ii;in!i'~;.~r;~>~~..dge~ie-i~~R~i~d~r;l,(~,e. ..- . .... :.. . !.:. X." .o L.. . . 

Einen Vorgeschmack liefert die folgende Aufgabe: 

Gegeben sei die Funktion h durch die Gleichung ; 7 
h(x) = l x 2  - (X' - 6) ;  X t W .  Das Schaubild zeigt die 

5 
Abbildung samt einem geeigneten Kasten. 

a) Bestimmen Sie fur das Schaubild von h die 
Schnittpunkte mit der x-Achse, die Extrem- und 
W endepunkie. 

b) Zeichnen Sie mit Maple das Schaubild samt 
Kasten und den Wendetangenten. Die 
Wendetangenten schneiden den Kasten in SL 
und SR. 

C) Bestimmen Sie die Fläche zwischen der linken 
Wendetangente und der Kurve. Verbinden Sie 
SR mit dem zugehörigen Wendepunkt WR zur 
Geraden k. Wie teilt die Gerade k die eben 
berechnete Fläche? 

d) Versuchen Sie eine Verallgemeinerung aller 

Erkenntnisse b m  Aussagen auf Funktionen der Form h,,, ( X )  = a.  x2 . (X' - b 2 )  . 

e) Wie sieht es mit ,,schrägen W-Formen" der Ba:iart h , , , ( x )  = a - X' - (X' - b 2 )  + m . x aus? 
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Polynome im Affenkasten

• Für jedes Polynom bis zum 
4. Grad gibt es einen Kasten, in 
dem es angeschaut werden kann.

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg,  www.mathematik-verstehen.de    Folie  1

• Jede Potenzfunktion  zeigt eine 
besondere Schönheit.

• Neuentdeckungen sind jederzeit 
möglich.

Polynome im Affenkasten

• Polynome 3. Grades

Übersicht

• Scherung als Beweisgedanke
• Parabeln im Bärenkasten
• Polynome 4 Grades im

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg,  www.mathematik-verstehen.de    Folie  2

• Polynome 4. Grades im 
Pantherkäfig

• Potenzfunktionen
• Andere Funktionsklassen
• Entdeckendes Lernen
• Fundamentale Ideen der 

Mathematik und ihrer Lehre

Polynome 3. Grades im Affenkasten

• Wir betrachten ein Polynom 3. Grades, das Extrema hat.

• Maximum und Wendepunkt 
definieren eine Kastenzelle.

Üb h d i t

• Symmetrie zum Wendepunkt.

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg,  www.mathematik-verstehen.de    Folie  3

• Überraschend ist:
die nächste Zelle passt immer.

o.B.d.A

Polynome 3. Grades im Affenkasten
• Jede Tangente schneidet die Wendetangente.

• Die Tangente am Kastenrand 
schneidet die Wendetangente 
auf der oberen Kastenlinie

• Überraschend ist:

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg,  www.mathematik-verstehen.de    Folie  4

• Der Schnittpunkt liegt immer 
an der 2:1 Teilungsstelle der 
Zelle

Polynome 3. Grades im Affenkasten
• Die Nullstelle ist stets das        -fache der Extremstelle.

• Die Nullstellen -Tangente liegt 
also „irrational“ im Kasten.

• Sie passt nicht zu den anderen 

( )2 23( )p x a x x r= −

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg,  www.mathematik-verstehen.de    Folie  5

• Überraschend ist:
• Sie „erbt“ ihre Steigung aus 

dem Kasten, m.a.W.:
• sie ist stets parallel zu einer 

markanten Kastenlinie.

wichtigen Tangenten.
• Wirklich nicht?

Polynome 3. Grades im Affenkasten
• Flächenverhältnisse 

• Die Inhalte der gezeichneten 
Flächen stehen im Verhältnis 
3 : 1

• Das ist einfach schön.

leer fertig

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg,  www.mathematik-verstehen.de    Folie  6

• Es ist ein rationales 
Flächenverhältnis, obwohl 
die beteiligte Nullstelle 
„irrational“ im Kasten liegt.

• Überraschend ist:

Haftendorn
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Polynome 3. Grades im Affenkasten
• Flächenverhältnisse 

• Flächen gleicher Farbe sind 
gleich groß.

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg,  www.mathematik-verstehen.de    Folie  7

Polynome 3. Grades im Affenkasten
Was gilt bei anderen 
Polynomen 3. Grades?

• Scherung?
• Wie zeigt sich 

Scherung im

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg,  www.mathematik-verstehen.de    Folie  8

Scherung im 
Funktionsterm?

• Erreicht man 
alle Polynome 
3. Grades?

Polynome 3. Grades im Affenkasten

Scherung erklären

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg,  www.mathematik-verstehen.de    Folie  9

Polynome 3. Grades im Affenkasten

Scherung  bei Funktionen erklären

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg,  www.mathematik-verstehen.de    Folie  10

Doppelte Nullstelle
wird zur Berührstelle.

Geradenaddition 
bewirkt eine

Scherung 

Polynome 3. Grades im Affenkasten

Scherung allgemein
• Addition eines linearen Terms 

zu einem Funktionsterm 
bedeutet geometrisch eine 
Scherung des

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg,  www.mathematik-verstehen.de    Folie  11

Scherung des 
Funktionsgraphen.

• Scherachse ist die Parallele zur y-Achse durch die 
Nullstelle der zum linearen Term gehörigen Geraden

• Scherwinkel ist der spitze Winkel, den die Gerade mit 
der x-Achse bildet.

Polynome 3. Grades im Affenkasten

Scherung bei Polynomen 
3. Grades

• durch Addition des Terms 
einer Ursprungsgeraden

3

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg,  www.mathematik-verstehen.de    Folie  12

• Scherachse ist die y-Achse
• Scherwinkel ist der (spitze) 

Steigungswinkel.

3( )f x a x b x= +

Auch in der anderen Darstellung:
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Polynome 3. Grades im Affenkasten
• Scherungen erhalten 

Teilverhältnisse und 
Inzidenzen

• Scherungen erhalten die 
Flächengröße

• Scherungen erhalten also

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg,  www.mathematik-verstehen.de    Folie  13

• Solche Scherungen erhalten 
die Wendestellen

• Scherungen erhalten den 
Grad eines Polynoms

• Scherungen erhalten also 
auch die Flächenverhältnisse

• Neu ins Bewusstsein gerückt:

Polynome 3. Grades im Affenkasten
• Also:
• Jede Tangente definiert mit 

Berühr- und Wendepunkt eine 
Kastenzelle.

• Alle für gerade Affenkästen  
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bewiesenen Tatsachen gelten 
auch für schräge Affenkästen.

• Alles gilt für alle Polynome 
3. Grades. 

Polynome 3. Grades im Affenkasten
• Also:
• Jede Tangente definiert mit 

Berühr- und Wendepunkt eine 
Kastenzelle.

• Alle für gerade Affenkästen  

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg,  www.mathematik-verstehen.de    Folie  15

bewiesenen Tatsachen gelten 
auch für schräge Affenkästen.

• Alles gilt für alle Polynome 
3. Grades. 

Parabeln im Bärenkasten

Parabeln im 
Bärenkasten
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Parabeln im Bärenkasten
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Parabeln im Bärenkasten
• Die Tangenten an den Ecken des 

Bärenkastens:
• treffen die untere Kastenkante auf 

einem Gitterpunkt

• Dies kann also 
gar keine 

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg,  www.mathematik-verstehen.de    Folie  18

g
Parabel sein. 

• Die beiden Tangenten schneiden 
sich untereinander auf der 
Unterkante des „Doppelkastens“

• Es gelten viele schöne 
Flächenverhältnisse
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Parabeln im Bärenkasten

Die Sehne AB definiert
Ein Parabelsegment.
C heißt Scheitel des
Parabelsegmentes.

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg,  www.mathematik-verstehen.de    Folie  19

Mit einer Folge von 
Dreiecken  hat
Archimedes  die
Parabelfläche
bestimmt.

Parabeln im Bärenkasten

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg,  www.mathematik-verstehen.de    Folie  20

Aus dem Buch: Archimedes Palimpsest

Parabeln im Bärenkasten

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg,  www.mathematik-verstehen.de    Folie  21

Es ist eine Ellipse, wie die fünf Punkte zeigen, und keine Parabel.
Die Parabel ist die rote Kurve. Die Dreiecke waren total falsch.

Parabeln im Bärenkasten

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg,  www.mathematik-verstehen.de    Folie  22

MP ist ein Viertel der Segmenthöhe.
Damit ist die Fläche des grünen Dreiecks ein Achtel von der des
großen Dreiecks.

Parabeln im Bärenkasten

• Archimedes 
und seine 
Parabel-
Ausschöpfung-4 -2 2 4 6 8

5

5

10

15

-4 -2 2 4 6 8

5

5

10

15

-4 -2 2 4 6 8

5

5

10

15
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• Bei jedem Schritt werden neue Sehnendreiecke gebildet.
• Die Flächensumme der neuen Sehnendreiecke ist ¼ der 

vorigen.
• Die Gesamtflächen bilden eine Geometrische Reihe mit 

dem Faktor ¼ und der Summe 4/3*Startdreieck.  
• Damit nimmt die Parabel 2/3 des Kastens ein.

-5 -5 -5

Parabeln im Bärenkasten

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg,  www.mathematik-verstehen.de    Folie  24
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Parabeln im Bärenkasten
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Parabeln im Bärenkasten
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• Trapez groß 
2 0 ( )

2
y y

b a
−

−

• Integral = Trapez groß -1/3 Parallelogramm 

1( )y b a−• Trapez klein 

Trapez groß
-Trapez klein

Parallelogramm

Parabeln im Bärenkasten

( )0 1 2( ) 4
6

b

a

b af x dx y y y−
= + +∫

exakt für Parabel
und Polynom 3. Grades

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg,  www.mathematik-verstehen.de    Folie  27

• Johannes Kepler (Mathematiker, Astronom) fand schon 
Anfang des 17. Jahrhunderts diese  Keplersche (Fass-)Regel. 
Mehrfache Anwendung führt zur Simpsonregel.

beliebige Fkt. f
durch die Stützpunkte ( )0 1 2( ) 4

6

b

a

b af x dx y y y−
≈ + +∫

Keplersche Regel

Polynome 4. Grades im Pantherkäfig
• Polynome 4. Grades: 
• Sie haben entweder genau zwei 

Wendepunkte oder gar keine.
• Betrachtet werden die Graphen mit zwei 

Wendetangenten und deren Schnittpunkte mit 
dem Polynom.

• Überraschend ist:

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg,  www.mathematik-verstehen.de    Folie  28

• Ist r der Abstand der 
Wendestellen, dann ist r auch 
der Abstand der 
Schnittstellen von den 
Wendestellen.

• Die Flächen zwischen Wendetangente und Kurve sind links 
und rechts gleich groß.

Potenzfunktionen y=xk mit k>1

3
2y x=

2y x= 3y x=

3:2 2:1 3:1

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg,  www.mathematik-verstehen.de    Folie  29

4y x=
5y x= 6y x=

4:1 5 :1 6 :1

Ta ble@f@xD, 8r, −1, 3, 0.5<D

Gescherte Potenzfunktionen y=xk +mx    mit k>1

m=0

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg,  www.mathematik-verstehen.de    Folie  30

m=1
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e-Funktion mit „Eulerkasten“

• Entstehung des Graphen aus Bausteinen
• e-Funktion um k verschieben.
• quadrieren
• Asymptote y= k2.

• Bei wachsendem k wandert die Extremstelle 

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg,  www.mathematik-verstehen.de    Folie  31

nach außen, die Asymptote nach oben.

Fundamentale Idee
Funktionen aus Bausteinen 

aufbauen

e-Funktion mit „Eulerkasten“

• Überraschend ist:

• Wendepunkt
• Extrempunkt
• Schnittpunkt mit der Asymptote
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Überraschend ist:

• Für alle k sind Wendestelle und 
Schnittstelle mit Asymptote ln 2 von 
der Extremstelle entfernt. 

• Also: Die Streifenbreite ist stets ln 2.

e-Funktion mit „Eulerkasten“

• Überraschend ist:

• Die Wendetangente schneidet 
Asymptote und x-Achse

• Dadurch wird ein Kasten definiert.

• Für alle k hat dieser Kasten die Breite 2
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• Die Kastenfläche 
ist so groß wie die Fläche 
zwischen Kurve und 
Asymptote.

• A=2 k 2

• Für alle k hat dieser Kasten die Breite 2
• Der Wendepunkt liegt auf dem rechten 

unteren Viertelpunkt.

e-Funktion mit „Eulerkasten“
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Viele Flächen
sind Vielfache 
der Kastenzellen.

( )2( ) x
kf x e k= −

e-Funktion mit „Eulerkasten“
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Viele Flächen
sind Vielfache 
der 
Kastenzellen.

Erforschen Sie  
mathematische 
Schönheiten!

Polynome im Affenkasten

• Danke für Ihre 
Aufmerksamkeit!
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Polynome im Affenkasten  Offene Aufgabenstellung für TI-nspire 

Datei  
affenkasten2011.tns 
 
Offen formulierte 
Aufgabe.  
Auf 11 Seiten wird ein 
mögliches Vorgehen 
ausführlich vorgestellt und 
erläutert.  
Die Beweisseiten in  
Problem 2 der Datei 
erfordern CAS, die 
anderen nicht  
 
Es ist formuliert für 
Anfänger beim Einsatz 
von TI-nspire. 
 

 
 
Graphen markieren und 
re-Klick ermöglicht ein 
reichhaltiges Menu. 
Leider ist dieses meiner 
Beobachtung nach nicht 
im Sratch-Graph 
vorhanden. Man muss 
schon in einer Datei 
arbeiten. 
Jedenfalls  Graph 
analysieren wichtig, aber 
auch das Punkte-menu 

mit dem Schnittpunktwerkzeug und die Konstruktion mit den Senkrechten. Es folgen 
projizierbare Bilder für die ganz offene Bearbeitung im Unterricht: 
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Polynome im Affenkasten  Offene Aufgabenstellung für TI-nspire 

 
 
Weitere Bilder, 
Übertragung auf andere Polynome und 
Untersuchung von Polynomen anderen 
Grades, 
viele didaktische und mathematische 
Erläuterungen und Beweise  
finden Sie auf  
www.mathematik-verstehen.de 
 im Bereich Analysis  Affenkasten 
 
Dort sind auch mehrere Powerpointvortrage 
verfügbar. 
Jedenfalls eröffnet diese Sicht auf Polynom 
eine fruchtbares Arbeiten von Lernenden mit 
Einsatz von TI nspire, GeoGebra, CAS …. 
 
Mathematik ist schön! 
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Polynome 3. Grades Aufgabe mit GeoGebra
Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Uni Lüneburg, 24. September 2004

Definiere in GeoGebra eine Funktion mit  und
2 2f (x) a x(x 3r )= ⋅ −

setze einen verschieblichen Punkt A auf ihren Graphen.
Erzeuge die Tangente in A an f (Befehl Tangente[A,f]).
Erzeuge den anderen Schnittpunkt  der Tangente mit dem Graphen, es sei C.
Erzeuge durch einen beliebigen Punkt D eine Parallele d zu AC.
Schiebe d so, dass d annähernd
Tangente an f ist.
Erkunde die Koordinaten des
neuen Berührpunktes H und
vergleiche die Abszissen von A,H
und C. 
Günstig ist es, d mit f zu
schneiden und dann so zu
ziehen, dass zwei Schnittpunkte
fast zusammenfallen.
Auch der andere Schnittpunkt E
von d mit f ist eine Betrachtung
wert.
Vermute eine Zusammenhang. 
Prüfen deine Vermutung mit anderen Lagen von A. 

Beim Einzeichnen von
Senkrechten ergeben
sich weitere
Besonderheiten.

Fazit: 
Für jede Stellung von A
auf einem Polynom 3.
Grades ergibt sich in der
gezeichneten Weise der
sogenannte
“Affenkasten”.
Die senkrechte Einteilung
hat gleiche Abstände, die
Kurve verläuft immer
durch die äußeren
Ecken. 

Bei der Verwirklichung mit
GeoGebra ist diese Eigenschaft eindrucksvoll demonstrierbar.
Beweise sind in meinen Vorträgen angedeutet und in meinem Heft “Polynome im Affenkasten”
ausgeführt. Dort zeigt sich auch dass alles ebenso für Polynome 3. Grades ohne Extrema gilt. Sie haben
in obiger Formel ein Plus statt des Minus.                www.doerte-haftendorn.de
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Polynomtangenten 3. und 4. Grades Aufgaben
Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Uni Lüneburg, 2002

Gegeben sei ein Polynom 3. Grades mit drei
Nullstellen.
Die Tangente in der Mitte zwischen zwei
Nullstellen schneidet bei der dritten Nullstelle

Diese Anregung
verdanke  ich

Jörg Meyer aus Hameln.

Auf dem einen Drittelpunkt
zwischen der Mitte und der
dritten Nullstelle ist die
Wendestelle, auf dem anderen

Drittelpunkt ist die Berührstelle der parallelen Tangente.
Dieses ist eine Folgerung aus den “Schrägen Affenkästen”.

Gegeben sei ein symmetrisches Polynom 4.
Grades. Eine Tangente in der Mitte  

zwischen einer inneren und einer benachbarten
äußeren Nullstelle schneidet die Kurve an zwei
weiteren Stellen, die symmetrisch zur Mitte

 zwischen den beiden anderen

Nullstellen liegen. 

Man kann die Schnittstellen konstruieren, indem man auf der Strecke
zwischen dieser Mitte und einer benachbarten Nullstelle ein Quadrat
errichtet und dessen Diagonale als Radius eines Kreises verwendet. Dieser
Kreis schneidet die x-Achse in den gesuchten Schnittstellen.   
Gezeichnet ist hier die Kurve
 

Weitere Verallgemeinerungen habe ich nicht gefunden.
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Scherung durch Geradenaddition mit GeoGebra
Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Uni Lüneburg, 24. September 2004

Definiere in GeoGebra eine Funktion

mit , eine Gerade  g(x) s(x) m x b= +
oder mit Parameterns(x) m( x a)= −
und die Addition .f (x) g(x) s(x)= +

Durch die Addition der Geraden s wird g nach f
geschert. Scherachse a ist die Senkrechte in
der Nullstelle a von s. Scherwinkel ist der
Steigungswinkel der Geraden.

Bei der Scherung an einer Geraden
a wandern alle Punkte parallel zu so, dass sie
Ihr Lot um den festen Scherwinkel kippen.

 
Setze auf g einen Punkt B. Fälle das Lot auf
und a und auf die x-Achse. Es entstehen als
Schnittpunkte mit a b.z.w. mit f die Punkte D
und C. Bewege B und
beachte, dass CD stets
parallel zu  s ist.D (a,g(x))=

   D (a,g(x))= C (x,g(x) s(x))= +

Steigung(CD)=
g(x) s(x) g(x)

x a
+ −

= =
−

s(x) m(x a) m
x a x a

−
= = =

− −
Damit ist die Behauptung für alle x
ungleich a gezeigt. Für x=a schneiden
sich f und g. ,da s(a)=0 gilt. 
Bei der Verwirklichung mit GeoGebra
ist dieser Zusammenhang
eindrucksvoll durch ziehen an A und

Parametervariation demonstrierbar. Man
kann zudem einfach bei g eine andere
Funktion eintragen.
Scherungen sind teilverhältnistreu,
flächentreu und wendepunkttreu. Daher
gelten die bewiesenen Eigenschaften für
gerade Kästen ebenso wie für schräge..
Alle Beweise sind in meinen Vorträgen
angedeutet und in meinem Heft “Polynome
im Affenkasten” ausgeführt. Dort zeigt sich
auch dass alles ebenso für Polynome 3.
Grades ohne Extrema gilt. 

www.doerte-haftendorn.de
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baerenkasten-scherung.doc 

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg, www.mathematik-verstehen.de               7. Juni 2009 

 
Parabel und ihre Bärenkästen 

 
Die ersten beiden Bilder zeigen nochmals einen Bärenkasten zu einem Punkt P.  
Er entsteht so: Gleichweit rechts und links von P schneiden Senkrechten ein 
Parablelsegment APB aus. Die Sehne des Segmentes und die Tangente in P sind stets 
parallel. (Das ist schon bewiesen.) 
Im nächsten Bild wird nun gezeigt, dass man den so entstandenen schrägen Bärenkasten 
scheren kann. Die Scherachse ist die Senkrechte (zur x-Achse) durch die Nullstelle der 
Tangente. Man erhält einen geraden Kasten. Er muss aber nun ein gerader Bärenkasten der 
gescherten Parabel sein. Denn durch die Bildpunkte von A, B und P ist die Bildparabel 
eindeutig bestimmt. Speziell wird aus der Berührung bei P der Scheitel der Bildparabel. 
Scherungen sind flächentreu. Im geraden Fall bestimmt man mit Integration leicht, dass die 
Fläche des Segments zwei Drittel des Kastens einnimmt. Das gilt dann auch im schrägen Fall. 
Umgekehrt kann man dies auch für die anderen Bärenkasteneigenschaften als Beweis 
verwenden. Übrigens kann man auch Archimedes’ Überlegungen hiermit begründen. 
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parabel-drittelflaeche.docx 

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg, www.mathematik-verstehen.de          Aug  2012 
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hoeheres-werkeln.doc 

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg, www.mathematik-verstehen.de               15. Juli 2009 

 
Anregungen zum Werkeln mit höheren Polynomen 
 

Bei der Polynomschar 
mit ( ) k

k kf f x x x= −  ist 
das Verhältnis der grünen 
zur violetten Fläche stets  

1:k . Zeigen Sie dieses 
allgemein. Skizzieren sie 
auch einige Funktionen für 
andere k. 
Was haben sie gemeinsam? 

 
 

 
   
Satz: Die Gerade durch die 
Wendepunkte schneidet f so, dass 
Goldene Schnittverhältnisse entstehen: 
F teilt EG im Goldenen Schnitt, 
G teilt FH im Goldenen Schnitt. 
Die Fünfecke visualisieren dies. 
Weisen Sie dies im geraden Fall nach. 
Beweis: Bei der Scherung bleiben 
Teilverhältnisse erhalten. Damit überträgt 
sich dies aus dem geraden Fall. q.e.d 
Satz: Die Gerade durch die Wendepunkte 
erzeugt mit f drei geschlossene Flächen 
stücke. Das mittlere ist so groß wie die 
äußeren zusammen und es ist ein Achtel 
von der oben durch eine Wendetangente 
gebildeten Fläche. 

Alle Polynome 4 Grades, die überhaupt 
Wendepunkte besitzen, haben einen 
„Pantherkäfig“. Der Wendestellenabstand wird 
von den Schnittstellen mit den Wendetangenten 
nochmals aufgenommen.  
Die Flächen zwischen Wendetangente und 
Kurve sind links und rechts immer gleich groß. 

Eine Gerade die den anderen 
Wendepunkt mit dem oberen 
Schnittpunkt verbindet, halbiert 
die oben genannte Fläche. 

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext



p4-panther-goldschnitt.doc 

Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg, www.mathematik-verstehen.de          11. Februar 2009 

 
Polynome 4. Grades und der goldene Schnitt 

 
 
 
 
 
 

Gegeben ist ein beliebiges Polynom 4. Grades, das zwei 
Wendepunkte hat. O.B.d.A. hat es die Gleichung 

4 32= − +f ( x ) t( x w x b x )     
Beweis: f ''( x ) a x( x w )= −  O.B.d.A. liegt ein Wendepunkt in O, der andere an der Stelle w. 

Also 3 21 1
3 2f '( x ) a( x w x c )= − +  , O.B.d.A. verlauf f durch O. 4 31 1

12 6f ( x ) a( x w x c x )⇒ = − +  

Mit 1
12 12t a // b c= ⋅ =  folgt die Behauptung.  q.e.d. 

Satz: Die Wahl 3b w= führt zu dem obigen symmetrischen Graphen. 

 4 3 32g( x ) t( x w x w x )= − +   Damit  entsteht f aus g durch Scherung mit  (Addition von) 

der Geraden ( )3y b w x= − , Scherachse ist die y-Achse, Scherwinkel ist der Steigungswinkel 

dieser Geraden. 
Beweis: Bei Symmetrie muss der WP  C auf der x-Achse liegen: d.h. 

4 3 30 0 2 0f ( w ) w w w b w b w= ⇔ = − + = ⇒ =   q.e.d. 
Satz: Die Wendetangenten schneiden g  an den Stellen x=-w und x=2w.  
Beweis: Wendetangente in O: 3wt( x ) t w x= , Schnitt mit g  

3 4 3 32 0 0 2t w x t x t w x t w x x x w= − + = ⇔ = = , linke Schnittstelle wegen Symm. x w= −  . 
Satz: Die Nullstellen von g stehen im Goldenen Schnitt zueinander: B teilt CA im 
Goldenen Schnitt. C teilt BD im Goldenen Schnitt. D teilt C Ux  im Goldenen Schnitt. 
Beweis:  
Hornerschema 
 
 
 
 
 

5 1 5 1
2 2

x w x w− +
=− ∨ =  

Durch die Fünkfecke werden 
die Goldenen Schnitt-
verhältnisse visualisiert  
                            
p4-panther-goldschnitt.doc      Es folgt Seite 2 

3

2 3

2

4 2

1 2 0

1 0

0

−

− −
− − − − − − − − − − − − −

− −

⇒ − − =

w w

w w w w

w w

x w x w
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p4-panther-goldschnitt.doc 

 
 Das gleichmäßige Raster der vier 
Senkrechten habe ich "Pantherkäfig" 
genannt. Es geht hier um alle Polynome 
4. Grades, die überhaupt Wendepunkte 
haben. 
Satz:  Die Flächen zwischen 
Wendetangente und Kurve sind links und 
rechts gleich groß. 
Beweis: Es handelt sich bei f um eine 
gescherte symmetrische Funktion g. 
Scherungen sind flächentreu. Da sie 
durch die Addition eines linearen Terms 
vermittelt werden, sind sie Wendepunkt 
erhalten. q.e.d 
Satz:   Die Gerade durch die 
Wendepunkte schneidet f so, dass Goldene 
Schnittverhältnisse entstehen: 
F teilt EG im Goldnen Schnitt,  
G teilt FH im Goldnen Schnitt. 
Die Fünfecke visualisieren dies. 
Beweis: Bei der Scherung bleiben 
Teilverhältnisse erhalten. Damit übeträgt sich 
dies aus dem geraden Fall. q.e.d 
Satz:   Die Gerade durch die Wendepunkte 
erzeugt mit f drei geschlossene Flächen 
stücke. Das mittlere ist so groß wie die 
äußeren zusammen und es ist ein Achtel von 
der oben durch eine Wendetangente 
gebildtete Fläche. 
Beweis: Leicht zu berechen. 



Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg, www.mathematik-verstehen.de            12. Dez. 2007 

 
Poly3-Parabel-Ehe 
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Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg, www.mathematik-verstehen.de       Dezember 2007    
 
Erkundungsaufgaben  
zu Polynomen dritten Grades in ihrem Afffenkasten und Parabeln durch ihren Wendepunkt, ein Extremum und eine Kastenecke    Seite 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext
parabel-ehe-aufgabe-mit-bildern.pdf

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext

Haftendorn
Schreibmaschinentext



Prof. Dr. Dörte Haftendorn, Leuphana Universität Lüneburg, www.mathematik-verstehen.de       Dezember 2007    
 
Erkundungsaufgaben  
zu Polynomen dritten Grades in ihrem Afffenkasten und Parabeln durch ihren Wendepunkt, ein Extremum und eine Kastenecke    Seite 2 
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