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Cardano, allgem. Lésungsfunktionen

Cardano-Formelnganz allgemein  Haftendorn 2011

Zu l6sen ist x3=p-x+q Zu dieser Form gibt es vier Seiten mit vollstandiger Erklarung. An

diese lehnt sich das Folgende an.

2 p3 q2 p3
w1|:p q) =—+ ——=—— » Feriig wZ(pq4 S == > Fertig
27 2 {4 27

l .
3 3
2 .3 2 .3
ul(p,q):= 4, . i il > Fertig u4(p q) ( < I il > Fertig
2 4 27 2 4 27
u2f_p,q):= 1JrE-i ml[p,q} » Fertig u5|ip,qJ:= 1+—3-i °u4(p,q:l » Fertig
V2 2 2
o _
u3(p,q): Zlg i ul(p q] > Fertig u6(p,q):= ;Jj_-i)-u4|:p,q) > Fertig

2 3
27-q°—4
((ul[p,qj)ﬂ J : 18p \F+; stimmt das mit w1 Gberein?

expand

Forme die Wurzel um!
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Ja, Wurzeln Umformen muss man eben kénnen, expand ((ul(p,q))B)—wl(p,q]

Proben 27-wl (p,q)-wZ(P,q:I a P3
2 1

p [’. .
Vl(p)Q): > re ng hll'uUSQII g

Besser von Hand!
3-ullpg) 1

3

B (j3 [4'103—27'@ 2:] +9-QJ
v1(7,5)=u4({7,5) » true

approxl:vllzT,S:l) > 1.47441-0.399295-i approx(u4(7,5:|:] » 1.47441-0.399295- i
L
approx > » -1.08301-1.07723-i approxliuﬁ(?j):l *=1.08301—-1.07723i
u2(7,5)
!
approx| —— | » -0.391408+1.47653- i approx (u5(7,5)] » -0.391408+1.47653- i
u3(7,5)
1.2
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1 2
[24p3)7 33
3-u2 (p,q)-uﬁ(p,q] > g Ist das p? Terme sind von Hand leichter!!!

Damit ist mit vi=u4, v2=u6 und v3=u5
Die Lésungensind dann:
x1(p.q):=ullpg)+udlpg) » Fertig x2lp,q):=u2{pq)+ublp,q) » Fertig
x3(p,q):=u3l:p,q)+u5|:p,q] » Fertig
t [JHJFE]
an i
-CoS : i - . J7_ \/3_ tan™ JE JF JB_)
expand(x2(7,5:|) > L - —sin : N . J;
3 3
approx ([x1(7,5) x2(7,5) x3(7,5)]) » [2.94883 -2.16601 -0.782816 ]

Mit diesen Funktionen x1((p,q),... kann diesen Typ x3=p-x+q nun immer sofort lGsen.
approx([x1(6,1) x2(6,1) x3(6,1)]) » [2.52802 -2.36147 -0.167449 ]
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Dieses ist der Fall mit drei verschiedenenrellen Nullstellen.

x3=7-x+5 Siehe Grapfikfenster

J [ [2001 "\
tan™ J

4
2 cos e B 3 -\/21

x1(7,5) » k 2 J approx(x1(7,5)) » 2.94883
ft {\/209
an’ ~ '
l L J [ {2001 |}
\/5 tan“\ l
x2(7,5) » — —sink = |-J? approx(x2(7,5)) » -2.16601
3 3 !
[ [2001 \'
tan"’
{ 2091 L 8 ] =
(7 5) » sinf ———88— \f_ 2 ’I
| 3 3

approx (x3(7,5)] » -0.782816
solve(x3=7-x+5,x) » x=-2.16601 or x=-0.782816 or x=2.94883

exact (solve (x3 =7 x+5,x))

14
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13.19
2 1 X
-3.76 i ' 451
('2.17,0) (_0.783,0)
Bi:x:]=x3—7-x—5
-14.69 |

approx(|x1(7,5) x2(7,5] x3(7,5)]) » [2.94883 -2.16601 -0.782816 |
Dies sind also die Lésungen, also die Nullstellen der Funktion f(x)=0.
Zu beachten ist, dass man sie sich sinnvollerweise als Dezimalzahlen dezimalzahlen
anzeigen lasst. Sie sind aber als Terme exakt berechnet. Es ist kein Naherungsverfahren
wie eim Graphikfenster.

[ [[2001 |

tan™ ‘
.\ 45
2+ COs ' / . \/21

\ 3 l'

x1(7,5) » ' '
3

1.5
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Eine doppelte und eine einfache Nullstelle oder Sattel bei x=0

Dies ist der Fall mit Diskriminate=Null

£ L =
2 .3 b BN 3.5,3
3. .2 3. .2
solve(q—=p—,p g P=q— fp(f-?)?q— > Fertig
4 27 2 2

expand ((x+2)2-(x—4n » x3-12:x-16  siehe Grapfikfenster
fpl16) » 12
x1[12,16) » 4 x2[12,16) pred x3|:12,16) » -2 eine einfache, eine doppelte Nst.

solve(x3:12-x+]6,x) » x="2 or x=4
zeros(x3—12-x—]6,x) > {—2,4}
exact(solve(x3=12-x+16,x)) » x="2 or x=4

expand ((x—é':l- I:x+2)2) » x3—12:x-16 Auch in dieser Version wird man tiber die Vielfachheit
informiert. Es handelt sich also um eine einfache und eine doppelte Nullstelle.

In dem Fall, dass p und g Null sind, handelt es sich um einen Sattel.

1.6
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56.43 T v

f1lx)=x>—-12-x-16

-10 (4,03 AT

B f1(x=x3-12-x-16 &
1.7
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Dies ist ein Fall mit genau einer reellen Nullstelle
XO=-3:x-2 » xO="3:x-2

solve (x3 =-3-x+-2,x) Die Nullstelle liefert solve sofort.

1
P ) | 3
2 (2- 2 +3)
2 1

(% J2 3] ® o f2r48) * 11
Die Funktionen xi(p,q) liefen hei nicht da richtige Ergebnis.

exact (solve (x3 =3 x—2,x):| > X=

Der Tl schein in diesem Fall intern die ui anders zu nehmen, jedenfalls werden nicht die
richtigen kombiniert.

approx (x1(-3,2)) » 1.41618+1.16178- i
approx (x2(-3,-2)] » 0.298036-0.516213-
approx (x3(-3,2)) » -1.71422-0.645563- i

1.8
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£2(x)=x+3+ x+2

X
S —t—i
-2.24 2.24
1.9
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Cardano, eigene Gleichungen

Beispiel 1 zum Casus irreducibilis
Gleichung gls:=x3=6-x+1 Man betrachtet die linke und die rechte Seite Funktionsterme
zweier Funktionen und wahlt bei "Graph analysieren" Schnittpunkt aus.
Es ergebensich als numerische Lésungendie Abszissen der Schnittpunkte. &
32.21 1y /
filx)=x> £2x)=6-x+1
(2.53,16.2)
: : 2 2/- 4 + : 4 4 : : 4 + + 4 4 4 : :x
7638 L 0.5 7.79
(-2.36,-13.2) [ -0.167,-0.005
-14.01
24
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Berechung mit cSo]ve(gls,x) » x="2.36147 or x=-0.167449 or x=2.52892
Wenn man aber das Gleichungssystem von Cardano l6st, ergeben sich komplexe Wurzeln.

Achtung, die Anzeige sprengt den Bildschirm

lo:=cSolve ({ 6=3-u'v,1=u 343 }{ U, })

approx (lo) » 1=1.26446+0.633359- i and v=1.26446—0.633359 i or u=
1.26446-0.633359- i and v=1.26446+0.633359- i or u=-0
.083725+1.41173+ i and v=-0.083725-1.41173i or u=-0.0¢
33725—1.41173+ i and v=-0.083725+1.41173+¢ or u=-1.180"
73+0.778374- i and v=-1.18073—-0.778374-i or u=-1.18073-
-0.778374- i and v=-1.18073+0.778374- i

2.2
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approx(lo) » 1=1.26446+0.633359- i and v=1.26446—0.633359- i or u=
1.26446—0.633359- i and v=1.26446+0.633359- i or u=-0
.083725+1.41173- i and v=-0.083725—1.41173i or u=-0.0¢
33725-1.41173+ i and v=-0.083725+1.41173- i or u=-1.180"
73+0.778374- i and v=-1.18073-0.778374i or u=-1.18073
-0.778374i and v=-1.18073+0.778374- i

[1.26446+0.633359- i+1.26446-0.633359- i  1.26446—0.633359- i+1.26446+0.633359-i 0.
» [2.52892 2.52892 -0.16745 -0.16745 -2.36146 -2.36146 ]

Also stimmen die sechs Losungenfiur u mit den sechs Lésungenflr v Uberein, die Paarung
ist aber so, ein u und des dazugehdérigev stets konjugiert komplex sind.

Bildet man nun sechsmal die Summe von einem u und dem zugehdérigenv, so erhalt man
genaudrei reelle Lésungen der gegebenenGleichung.

2.3

cardano.tns 12 von: 21



www.mathematik-verstenen.de Cardanische Formeln
Prof. Dr. Dérte Haftendorn 2013 Rechnungen zur Beweisseite

Zahlenbeispiel

Problem 3:Zahlenbeispielfiir Cardano

ffx:l:=x3—3-x+1 » Fertig

approx [solve (flx)=0,x]) » x=-1.87939 or x=0.347296 or x=1.53209

solve(x3=3-x—1,x) » x="1.87939 or x=0.347296 or x=1.53209 (mit Strg)
nSolvelf{x)=0,x) » 0.347296 findet nicht alle

nSolve(f(x)zO,x,-z,-l) » -1.87939 man muss Grenzen angeben.

1
s

2'm 27 1
X="cos +5if| —— J; Or X=—— 1| |‘ or.
2 2
solve(f{x}l=0,xj| > 2 o ' Cos‘—nJﬂ;in —I\ 3 +1
®; 9 )
I
cos\ +sm ) \FH
9 |
e {
2%
(— s —1 5
9

3.1
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Nun soll der Weg von Tartaglia und Cardano gegangenwerden.

ffx:l > xO—3-x+1
x=u+v /| x"3=px +q // p=3uv =3 // und g=ur3+vA3=-1//

solve({ 3-uv=3,u 343=1 },{ u,v }) > false

lo:=cSolve ({ 3-u-v=3,u 34p3=1 }{ TRY })

» u=0.766044+0.642788- i and v=0.766044—0.642788- i or u=
0.766044—-0.642788- i and v=0.766044+0.642788- i or u=0.
173648+0.984808- ¢ and v=0.173648-0.984808- ¢ or u=0.17
3648—0.984808- i and v=0.173648+0.984808- i or u=-0.939¢
393+0.34202- i and v=-0.939693-0.34202- ¢ or u=-0.93969:
3—0.34202- ¢ and v="-0.939693+0.34202- i

angle(0.766044+0.642788+i | » 0.698132

2.
approx (—n) » 0.698132 Dies ist also ein besondere Fall, w und w' sind schon die 3ten
9

. ; . 2-
Einheitswurzeln. ((0.766044+0.642788-: :13)>Polar gt g approx(—n) > 2.0944
3

3.2
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L3

jin?

» u=0.766044+0.642788- i or u=0.766044—0.642788- i or u=0.173648+0.984808- ¢ or u=(
).173648—0.984808- i or u=-0.939693+0.34202+i or u=-0.939693—-0.34202- i

Dies sind die erwarteten sechs Lésungen, von denen man die passenden, die p=3 u v
erflllen addieren muss, um die reellen Losungen zu erhalten.

solve[fx)=0,x] » x=-1.87939 or x=0.347296 or x=1.53209
0.766044+0.642788- i+0.766044—0.642788+i > 1.53209
0.173648+0.984808- i+0.173648-0.984808+ i > 0.347296
-0.939693+0.34202- i+-0.939693-0.34202-i > -1.87939

cSolve =-1,u

3.3
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6.72

_ flkxl=ﬂ:xl
\ ;
-10 R 1, 10
[-1.88,0) | M1.53,0)
(0.3477,0)
6.72 |
3.4
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Allg.Poynom 3 Grades anpassen

Problem 3 Allgemeine Polynom 3. Grades anpassen

Die Cardano—-Formelnaus Problem 1 erfordern x3—p x—q=0

Anpassung von Polynomen 3. Grades mit quadratischen Term an diese Form:

fallg(x) =x+a-x 2+b x+c Fertig

Man muss den Wendepunkt waagerecht auf die y-Achse verschieben:

f

xwallg:=zeros (i(i(fallg(xn
dx

[1]%

fcard(x):Zfallgtx-i-xwallg) » Fertig

X
dx

1

2_3.p). 2
fcard(x) ',\‘3—(62 < b_)x+2a —ab+c
3 21 3

4.1
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Die Cardano—-Formelnaus Problem 1 erfordern x3—p x—q=0

Anpassung von Polynomen 3. Grades mit quadratischen Term an diese Form:

f(xj:z(x+2)-(x—1)-(x—2) » Fertig expand(f(xjjl ’ x3 ~x2—4-x+4
Man muss den Wendepunkt waagerecht auf die y-Achse verschieben:

|

xw;:zems(i[i(ﬂ:xn

1
1l » —
L dx\ dx 4 [ ] 3
ﬂ(x):=ffx+xw) » Fertig expand(ﬂ(x)) > xO— Lik +E
3 27
Also ist fur die Cardano—Formelnp= =) und g= sl
3 27

Siehe Graph—-Fenster

4.2
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—
92.29 Ty

X
4.39 | _-0.'2' '\h@g_/y(z',o')' 439
10.667,0) (1.67,0)
4.3
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Nochmal x*2 eliminieren

Problem 4 AnpassungSonderfall: kein x-Term

Die Cardano—-Formelnaus Problem 1 erfordern x3-p x—q=0

Anpassung von Polynomen 3. Grades mit quadratischen Term an diese Form:

t(x):zx3+b-x2+c » Fertig und nun ﬂ"ix]:zexpand (I‘( . Fertig
3

2 )
ﬂ{x) ’x3 b X+2b o
3 27

Wenn man den Zusammenhangmit der Wendepunktlagekennt, (iberrascht diese Vorschlag
der Formelsammlungennicht.

approx (cSolve((f{x}l=0|b=3jl|c:—l,x)) » x=-2.87939 or x=-0.652704 or x=0.532089

approx (CSOlve((ﬁfx)ZOIbZB)ICZ”],x)) » x=-1.87939 or x=0.347296 or x=1.53209 um 1
verschoben:

5.1
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6.72

£ ) |p=3]|c=1
x) tﬂlxﬂb 3\|C——1

0 (2.&'{8,0}/ \M N

[-0.653,0) (0.532,0)

-6.72

5.2
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