Lineare Abbildungen

Vorlesung Lineare Algebra mit integrierten Ubungen WS 12-13
Studiengang LBS Unterrichtsfach Mathematik

* Lineare Abbildungen
* Lineare Gleichungssysteme
* Eigenwerte, Eigenvektoren

v 4 e Hauptachsentransformation
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Definitionen von linearer Abbildung, linearer
Transformation, affiner Abbildung

P\fﬁne Abbildungen www.mathematik-verstehen.de Haftendorn 2012

Definition: Gegeben sei ein m—dimensionaler Vektorraum VRm Uber einem Kérper
K.

Dann wird mit einer nxm-Matrix A mit Elementen aus K eine lineare Abbildung in

einen n—dimensionalen VR definiert durch: 'U_::A‘ V.

Handelt es sich um eine Abbildung eine Vektorraumes in sich selbst, spricht man
wvon linearer Transformation. Betrachtet die ektoren in einem Punktraum, so
kkann noch eine Translation mit dem Vektor tr hinzukommen und die Abbildung

p_::A' VTI¥ heiRt affine Abbildung. In geometrischer Deutung sind affine
Abbildungen charakterisiert durch Parallelentreue und Teilverhaltnistreue.

D.h. die Bilder wvon Parallelen sind wieder Parallelen und Teilungswverhaltnisse im
Bild sind die gleichen wie im Urbild. (Beweise auf den Vorlesungsfolien)

In diese Datei sind zunachst Urbild— und Bildraum der R2 . Weiter werden erste

Schritte im R* gemacht. Projektionen sind hier die wichtigen Abbildungen won R3 auf
RZ.
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V=°r.§ = Vie acw!

Anmerkung: Von Hand (und der Schule) wird meist der Pfeil tiber Vektoren geschrieben.
Bildpunkte und Bildvektoren kennzeichnet man meist mit einem Strich, also v'. Am TI-Nspire
Klappt das beer nicht als Variablenname. Dort wird stattdessen der Unterstrich verwendet, v_

vic AV Lincar: _(QWJ’- v

ol
("U’ Hn.r = M-f? 3,
Beweis (xv)'= A(eV) = AV =
VWJ AV ﬂ)=/-1—v’+-ﬂ'v3=$’*ﬂ'f
Plakativ:

Das Bild des doppelten Vektors ist das Doppelte des Bildvektors.
Das Bild einer Summe von Vektoren ist die Summe der Bildvektoren.
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Urbild

Lineare Transformationen des R

N

all
a21

A=

all
a'21

a‘12
a22

a12 VX
a22 Vy

Multipliziert man eine 2x2-Matrix wie A
mit der 2x8-Matrix des gesamten Urbildes,
erhalt man die 2x8-Matrix des gesamten
Bildes.

1 Darum kann man mit geringem Aufwand
stets das ganze Urbild-L abbilden.
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Paralientreue und Teiiverhaltnistreue ???7??7?77?

Zum eigenen Experimentieren gibt es die Tl Nspire-Datei auf der Site bei ,,Abbildungen®.
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Paralientreue und Teilverhaitnistreue

(o) —6) GRG)

1

I-A4 ||:|'E

_____ 1, 4
1 X A:(lj: 3;4)

\H/
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Berechnung der Bildpunkte

22110021 ]
Urbild i g > 1
[L SR Abbildungsmatrix aa;=| 2 2
1 3
4.72 1 E ;
3 L 2 2 54032
1 :.IG myb:=aa' myur * a 2 4
| 1 | | | 1 _ll E —ll 30 1 _ll
4 4 2 3|
L L
¥ A 3. 1. (341 oY
lD‘- ¢ Vs 2’ = t Z + 2 1 _ z <
L / ‘ “' .z— * 4 A + s
H 2 { Y A 4

Zum eigenen Experimentieren gibt es die Tl Nspire-Datei auf der Site bei ,,Abbildungen®.
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Zum eigenen Experimentieren gibt es die Tl Nspire-Datei auf der Site bei ,,Abbildungen®.
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Ubung: Aufstellung der Abbildungsmatrix

/- ,, Die Spaltenvektoren der Abbildungsmatrix

1/ )
y. 4 Sind die Bilder der Einheitsvektoren.
/ /

r‘“‘"""--.._ 1,/ ‘r/
4::_____":“" /-’ Wegen der Teilverhaltnistreue kann man sehen, dass der blaue Vektor

(3.1 ""“"*-'-«.__.\_‘__ Vo Das Bild des x-Achsen-Einheitsvektors ist und der orangefarbene Vektor

pawni: —~—1st das Bild des y-Achsen-Einheitsvektors. Daraus folgt:

l“,f -3 | 2 | ~% % A — a b
éﬂzi(” @f%{z PfA? A y e d

3
Y
a b
Die Determinante der Matrix A ist det(A) = d —a-d—-b-c
C

det(A)>0 det(A)<O0 det(A)==1 det(A)=0

Die Abbildung erhélt die Orientierung , dreht die Orientierung um, ist Kongruenzabbildung , die Abbildung ist ,entartet”.

/ 4 | Damit wird bestatigt, dass das Bild anders orientiert ist.
A -~ /‘ = —_——-- /’ 3 ;}5 Zudem ist der Flacheninhalt um 37,5% groRRer geworden.
] Die Beweise folgen!
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Flache des Bildes und Determinante der
Abbildungsmatrix

Satz: Bei einer allgemeinen affinen Abbildung mit der Matrix aa wird das
Einheitsquadrat in ein Parallelogramm verwandelt, dessen orientierter
Flacheninhalt durch die Determinante von aa gegeben ist.

s M M R e e M

Die Flache eines Parallelogramms wird berechnet durch fldche=seite I* seite2: sin(tle

mit dem eingeschlossenen Winkels . Hier ist cag=cos{a)? ist hier
flq:={norm{e1b))? norm{e2b))? (1-cag) » a%+c2) (6%ra2) fcag-1]
gl:=(dotP(e1b,e2b))?=({normle1b)}? [norml{e2b)}? cag |
> (a b+ L:f:l2=(r.‘32+cg)' (.EJ2+.:1’2)' caq
la- b+c d)?
(L‘E2+62J' [b2+dz)

flaeche:=flq|lo * a% d%-2-q b ¢ d+b? 2 fat:t::nrliﬂaeche) i (r:z- d-b r::I2

lu:=salve(gljr:ag) * cag=

(det(aa):lg s g d-b- c)2d
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Flache des Bildes und Determinante der
Abbildungsmatrix

Nachzudenken bleibt tiber das \orzeichen fidche=seite I- seite2- sinla)

Offenbar ist der Sinus gerade dann negativ, wenn die Abbildung die Orientierung

umkehrt. ©.B.d.A. det([ﬂ DD=a Daran sieht man,| dass die Determinante auch
c 1

genau fur umgekehrte Crientierung negativ wird.

P

/.I:./-:.f; " &) I A ;
A5 b A e,

Fir p'=A-p gibt det ( A) den Faktor fiir die Flichendnderung an.
Im negativen Fall ist die Orientierung umgekehrt.
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Kongruenzabbildungen
Definition: Eine Kongruenzabbildung ist eine ldngentreue Abbildung
des Raumes auf sich selbst.

In der Schule sagt man auch ,, Deckabbildungen®. Siehe Geometrie
Sie sind wegen der Langentreue auch winkeltreu und flachentreu.

Satz: Eine Kongruenzabbildung ist eine affine Abbildung
p'=A-p+tr mit det(A)==£1

Beweis: Wegen der Langen- und Winkeltreue sind Kongruenzabbildungen auch
parallelentreu und teilverhaltnistreu, also affine Abbildungen. Da die Determinante die
Flachenanderung beschreibt, kommt nur +1 fir gleichsinnige und -1 fir gegensinnige
Kongruenzabbildungen infrage.

e Gleichsinnige K.A. : Translation und Drehung
A=E _matrix bzw. tr=0,A=D,

A speziell, tr =0 bzw. tr=0, A speziell
e Gegensinnige K.A.: Achsenspiegelung und Gleitspiegelung
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Kongruenzabblidungen

Far p'=A-p gibt det ( A) den Faktor fiir die Flichendnderung an.
Im negativen Fall ist die Orientierung umgekehrt.
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Projektionen

8 xpl (tu)= L’J'::I::s(f:l
‘ vpl (tul= w sinl:f:l
) ﬁ A zpl (tu)= ¢

0

B

| 34D—Objekte kommen zuhauf am Computer vor.

Aber sie werden alle auf dem ebenen Bildschirm dargestellt.
Daflr sorgen Umrechnungen mit Projektions-Matrizen.

Wir beschranken uns hier auf Parallelperspektive, Zentralperspektive hat aufwendigerere Abbildungsgleichungen.

elx e2x e3x
ely e2y e3dy

P ist 3-dimensional,
p‘ ist 2-dimensional

W:Aw)QWA:E
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Proiektionen
Projektionen, Haftendorn2013

Alle 30-Ansichten am Computer sind Projektionen vom 3D-Raum in die 20-Ebene

-1 -1 -1 -1

ex;=— * — ey:=— * — Richtung der x—Achse, Favalliersperspektive z oben, y rechts
2 2 2 2
-1
) — 1 0
Allgemein proje:;={¢xx 1 0} »jexx 1 0] speziell proj:=|€X 1 0+ 2
eyy 0 1 evy 0 1 ey 0 1 -1 ]
| 2
Xp
. xp , Xp WP
Allgemein proje: !’ exx xptyp | speziell proj: wl" 2
eyy: xp+zp xp
zp zp p———
L 2 .
Definition wvon xp1(t,u), vplit,u), zp1it,u) in der 3D-Ansicht, parametrisch
xblifju):ex- xpl(szs)Jr}rpl(fjujl » Fertig  honkret xb(f,r;) L sin(.-*)- ss—m Bild parametrisch
2
, CDSI:.-‘:I' u , , ,
}rblifju):ey- xpl(szs)JrzplI:fJu) » Fertig }rbli.ifju) > f-—————  Bild mit zb(t,u)=0 {im Heft z.B.)
2

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Lineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 16




Projektionen

L.
olB _ E2 .
T 0 g = Axonometrische Darstellung 0.5:1:1
E Schulische Version mit Kastchendiagonale
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Projektionen

Axonometrische Darstellung 0.5:1:1

Schulische Version mit Kastchendiagonale A
2 -
E3 1
'
. JE ; -
-2 -1 0 4
E
_1 -
_2 -
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Projektionen

Axonometrische Darstellung 0.5:1:1

Schulische Version mit Kastchendiagonale

P! _

E2
-0

-2
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Axonometrische Darstellung 0.5:1:1 PrOjEktionen /
Schulische V(;’Zsion mit Kastchendiagonale Vg r M/ &V M M/IZ yé
12 2-10‘”’””7” ”W’?” i AF’

o

4 {410 )+
sits o) I3

0

N =
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Axonometrische Darstellung 0.5:1:1 PrOJ e ktlone n

Schulische Version mit Kastchendiagonale

*gﬁ/mm g}p 4 ol

| dew Yorn
E3
3
E2
0/( e A B
-2 -1 Olo 1 2 3 4

_1_.

_2~
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Projektionen

*gﬁ/mm g}p 4 ol
| dew Uorn

iy |t 7

Axonometrische Darstellung 0.5:1:1

Schulische Version mit Kastchendiagonale

-2
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Gleichungssysteme

e Der Kern einer Abbildung ist die Menge aller Punkte des
Urbild-Raumes, die als Bild den Nullvektor des Bildraumes haben.
e Der Kern einer Abbildung ist das Urbild des Nullvektors.
e Die Dimension des Kerns ist die Differenz der Dimensionen von
Urbild und Bild. Die Dimension des Kerns heilSt Defekt von A.
* Bei einer Projektion von 3D-Raum auf einen 2D-Raum ist der Kern
eine Gerade (Dimension 1). Sie heil$t Verschwindungsgerade.
e Ein Gleichungssystem lasst sich in der Form A- P =D schreiben.
e st A eine mxn-Matrix hat es m Zeilen und n Spalten.
* |st m < n, heildt das System unterbestimmt, ein bleiben beim Lésen
mindestens n-m Variable unbestimmbar, der Kern ist nicht {0}
e Die Zahl der unbestimmbaren Variablen ist die Dimension des
Kerns, sie heilRt Defekt von A.
* Ist m > n, heildt das System uberbestimmt. Es sind dann hdchstens
n Zeilen linear unabhangig.
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Gleichungssysteme

* Ist m=n, A also eine quadratische Matrix, dann sind folgende

Eigenschaften gleichwertig:

> Das Gleichungssystem A P = b st eindeutig l6sbar

» A invertierbar, d.h. A™*  existiert
> Die Losung ist p=A"D

> Die Determinante von A ist ungleich Null det(A) =0
» Der Kern besteht ausschlieRRlich aus dem Nullvektor.

» Der Defekt der Matrix ist 0.

»Alle n Zeilen von A sind linear unabhangig, diese Zahl heift Rang.

»Der Rang von A ist n.
> Der Rang der (ay,
Erweiterten Matrix istn A‘b — |

a'nl

a

a

b )

n

b,
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Gleichungssysteme

» Der Zeilenrang ist die Zahl der linear unabhangigen Zeilen.

» Satz: Zeilenrang=Spaltenrang, daher kurz r=Rang.

» Wenn der Rang der Matrix A gleich dem Rang der
erweiterten Matrix ist, dann ist das System |osbar, konsitent

» Man erkennt den Rang in der Zeilenstufenform an der Zahl der
fUhrenden Einsen.

» Haben /a“ BT bl\

A und Alb=

\aml v Any bm/
verschiedenen Rang, d.h. gibt es eine Zeile 0...0 1 in der
Zeilenstufenform der erweiterten Matrix, dann ist das System
unldsbar, es heildt inkonsitent, die Losungsmenge ist leer

» Satz: Rang + Defekt=Spaltenzahl
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Gleichungssysteme

A und Ab=|:
XYy <4
A -
JA - 3
YA =0
vJo 0|0
o613/ ghm L )50
tht o [
/N
o | =/
O0b)\0 A7 |
Qo0 i
000l Jd(ll):1
T 7Tp =




Gleichungssysteme

A-p=Db (a,; &, b))
A und A‘b= : N :
\aml A bm/
N2
’ . | /I/V\ﬁﬂ/) t
/ ( — d yZ
J oo
\f/ Y’_‘:g |
y ""/J RJ o = .
(7 0 0ou |/ | | /\:
0 ootk A - ‘ UL'M{A)Z
0/’ . o ( (]
Y/ R V) 00 0 00 |0 T2 F yg =t
A =4 oA =3
/L*:Q( v ()=
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Gleichungssysteme

Gleichungssysteme ) p o b Haftendorn Jan 2013

1 -2 4 -2 5 4 4 1 -2 4 -2 5 4
aa=/2 6 9 -1 8 bvi=| 2|+ |2 aaerw:=augment(aa,hv) »|2 6 9 -1 8 2
2 6 9 -1 9 7 7 2 6 9 -1 9 7
-1 2 -4 2 % -4 -4 -1 2 -4 2 -3 -4
]
y (14 €3-9- c4+55) -lc3-4])
solve|aa: - =bv xyzu vl x= and = and v=5 and y=c¢4 and z=c3
H = =t
=-Irl=
1 -2 4 -2 5 4 1 -2 0 -14 0 -37
aaerw + |2 © % 1 8 2 1'1'efI:aaerw:| »(000 13 0 4
2 6 9 -1 9 7 6 00 0 1 5
-1 2 -4 2 -5 -4 0 0o 0 0 0

An der Zeilenstufenform, die man mit rref(Aerweitert) erreicht, kann das Ldsungswverhalten
ablesen. dim(aa) * {415} .|Daran sieht man schon, dass mindestens einen (5—-4=1) VVariable nicht
bestimmbar ist.

rang(aa)=3 =rang(aaerw), da es 3 linear unabhangige Zeilen gibt.

defekt{aa)=2, denn 2 Variable sind nicht bestimmbar. Ich hatte dafir v und u gewahlt, da die
zuhdrigen Spalten keine 1 haben.
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Gleichungssysteme

I =

1
i ad
—a

1
'_I.
e
—a

1
_ad
|

s I

rreflaaerw] * “Von unten nach oben deuten: v=5|

s I
I

-

=
3
s B Y

L

s I
I
LI
LI

[
[
[
[
[
[

z=-3 u+4 und dann x=3 y+14 u=-37 Ldsung mit r=y unc s=u

=37 3 14 3 r+l4 537
0 1 0 r
Pl=| 4 Hrigfts |3 4-3 s Die Losung ist also 2—-dimensional.
0 0 1 5
5 o o] | 5

Berechnung des Kernes: Die letzte Spalte der obigen Matrix ist dann 0.

Dann folgt w=0 z=—-3 uund x=3 v +14 u

3 14
1 0 . . o . .
Also f=r ots'|-3| Die Richtungsvektoren der Lésung sind immer auch die Richtungswektoren
0 1
0 0

des Kerns-. -Dam-it h-aben Kern die Dimension 2, die man Defekt von aa nennt. Es gilt:
rang(A)+defekt(A)=Spaltenzahl(A) 3+2=5
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Gleichungssysteme

(1 2 2 -1] 1 1
-3 -6 -6 3 -3 -3
aat:=aa’ * 4 9 g9 -4 evi=| 4| " | 4 GLS iiberbestimmt, rang(aat)=3 defekt(aat)=1
-20-1 -1 2 -2 -2
|5 & 9 -5 6] |6
(1 0 0 -1] 1 2 2 -1 1]
o 1 0 0 -3 -6 6 3 -3
rref(aatjl *1an n 1 0 aaterw::augment(aatjcvjl - 4 9 9 -4 4

I
I
I

2 -1 -1 2 -2
5 8 9 -5 6]

I
I
I
I

4
4
4
4

1 00 -1 1 0
O 1 O 0O -1 . . ’ 0
rreflaaterw) * [~ 1 o 1| zwei Zeilen 0, passt, |6sbar Kern p:= 0| Probe: aat p * |
e - 0 i
I:I I:I I:I I:I I:I - r - I:I
- I 1 |
r+1 r+1 .
Ta
Losung pli=| "1 | = | "1 | letzte Spalte + Klem Probe: aat' pl * | 4 | das ist wirklich cv
1 1
-2
r ?
L 6 -
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Einflihrung
Lineare Algebra Eigenwerte und Eigenvektoren
Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Universitat Lineburg, 6. Januar 2006
Ein Vektor heildt Eigenvektor einer Matrix, wenn gilt: H
—_— -2
/1 heiRt dann Eigenwert. 2« V- [:>@('ZE)V =0

| Chd'/f ?J?MM
-A:jnatrlx([[&'?*]r['4f'2]]} ( ) -3 H = O
(2,73) (Z;’L) L,fl =0

e ev:=linalg: :eigenvectors (a) _..../f

s [(E)]1en(RN Z¥ 2amt
7
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A 7 3 Eigenwerte und Eigenvektoren
Y ~1)

o lline rote farallels -
Vm&(v/ﬁu/ﬁémj Btol Lot otco

s A

Wul ton Eguuanrt 72y ;W;r,w% Saded -

the Bilotor
?Ag;aw E:pﬁ(}dn‘a V6 )

HIvelditdl Lulicvul g, VVVVVV.IIIdLIICIIIdLII\'VCIDLCIICII.LJe FO||e 32

Prof. Dr. DOrie nait




Eigenwerte und Eigenvektoren

Spiegelung an der Ursprungs-Geraden y=m x

e gw:=arctan (m) ; M‘b.,x g"o‘) S{JJ‘Z?ILM”? 172%4 ’\’#[éﬂ'.

arctan(m) ’
® slpm:=Dr(gw) *Spx*Dr (-gw) Dr[f) DﬁkMﬂ#’XWy
2 -~
2'| _ ';'l 2;;“" — fdé one
m+1 m +1 m"+1 ‘/ Jdee
2.m m’ 1 0 A 2in CAS
2 2 2 Umn £in
m”+1 m+1 m"+1

.4/}7&0&{'4‘:{ Arbe.t.
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Spm = — [1_m2 } S"/mg?zgnmgomaﬁ'

m- +1 2m 5 & y WIX
e ev:=linalg::eigenvectors ()

H;Z;" [(I)H X [(‘f)m or fiin =%

j’p:’e.}b# A4 tﬁ'x I ' g

Vorn stehen die Eigenwerte mit ihrer Vielfachheit
Hinten die Eigenvektoren.

.  2igom Fix ;(/ma(m wl=-1
url, Firpumled geresen

e A ooy ?”Wf"’”
hakon dhe Eigne werte
-/ mad//

& gilt det{ipe)=~1
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