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Lineare Abbildungen

Vorlesung Lineare Algebra mit integrierten Ubungen WS 12-13
Studiengang LBS Unterrichtsfach Mathematik

« Lineare Abbildungen

« Lineare Gleichungssysteme

 Eigenwerte, Eigenvektoren

* Hauptachsentransformation

Lineare Algebra, Teil 2 Abbildungen
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Definitionen von linearer Abbildung, linearer
Transformation, affiner Abbildung

hﬂine Abbildungen e mathemaskovarstshan da Hattardom 2012

Definitdon: Gegeben sei gin m—dmensionaler Vektormaum
K

w UbEF @inem Korper

Darevwird mit giner nxm-Matrix A mit Elementen aus K aine lineare Abbildung in
einen n-dimensionalen Vi, definiert durch: V_1=A* v,

Handelt s sich um eine Abbildung eine Vektarraumes in sich selbst, spricht man
wvon linearer Transformation. Betrachtes die Vektoren in einem Punktraum, so
kann noch sine Transiation mit dem Vektor tr hinzukommen und die Abbildung

p_i=AvHr

Abbildungen charak

it affine Abblldung. In geometrischer Dewtung sind affine

durch Ilel. und Teilverk

Bild sind die gleichen wie im U
In diese Datei sind
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Parallelentreue und Teilverhéltnistreue
-
—
V// 7 =5 v // w!
~ = ~ =
Veaw D V'=ocw!
Anmerkung: Von Hand (und der Schule) wird meist der Pfeil iber Vektoren geschrieben.

Bildpunkte und Bildvektoren kennzeichnet man meist mit einem Strich, also v'. Am TI-Nspire
Klappt das beer nicht als Variablenname. Dort wird stattdessen der Unterstrich verwendet, v_
L 1 . =zl -3
mear: [wv}] = o v

l.-/‘!:z A- F
Fra)ts 2!
Bé weis 0(.'?)'-: A{ti") = AV =« il

(V*i‘_}'a A-( ?P?):A-?f—ﬂ-w st
Plakativ:

Das Bild des doppelten Vektors ist das Doppelte des Bildvektors.
Das Bild einer Summe von Vektoren ist die Summe der Bildvektoren.
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Lineare Transformationen des R?

(2 &y

2211002 1 A
Urbild . ay ay
011 4400 —
2 v
v'=A.v=f"‘ﬂ an\ :
a2ty lay ay )Yy

Multipliziert man eine 2x2-Matrix wie A
mit der 2x8-Matrix des gesamten Urbildes,
erhélt man die 2x8-Matrix des gesamten
Bildes.

Darum kann man mit geringem Aufwand
stets das ganze Urbild-L abbilden.
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Parallentreue und Teilverhiltnistreue ??2?????

-~

Zum eigenen Experimentieren gibt es die Tl Nspire-Datei auf der Site bei ,Abbildungen*”
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Parallentreue und Teilverhiltnistreue

HEIRNHEE

B—0) @)
A=(C S

;! 4 (@)=

: (25)0)=

b x A=( )
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Berechnung der Bildpunkte

i 21
Abbildungsmatrix aa<| 2 2
T 1z
amzty S
3 b3 L
8 myh:-aa myur 4
3 3 1. /A g7
b‘_/’o"g', ) [zU+iA 3¥Z\ (%
Ny o3, |\ 1 2
/L /u iz + %‘4 /14'{1 q/’:-‘L

Zum eigenen Experimentieren gibt es die TI Nspire-Datei auf der Site bei , Abbildungen*
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Ubung: Aufstellung der Abbildungsmatrix

/\“‘ (2.:3)

Zum eigenen Experimentieren gibt es die TI Nspire-Datei auf der Site bei ,Abbildungen*”
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Ubung: Aufstellung der Abbildungsmatrix
Die Spaltenvektoren der Abbildungsmatrix
Sind die Bilder der Einheitsvektoren.

Wegen der Teilverhiltnistreue kann man sehen, dass der blaue Vektor

Das Bild des x-Achsen-Einheitsvektors ist und der orangefarbene Vektor
Ist das Bild des y-Achsen-Einheitsvektors. Daraus folgt
(a b)

G 5
oetle) o) phe M E] A
172 14{3 PA? 4 2 bkcdj
Die Determinante der Matrix A ist det(A) =

=a-d-b-c
det(A)>0 det(A)<0 det(A)=+1 det(A)=0

Die Abbildung erhaltdle Orientierung , dreht die Orientierung um, it Kongruenzabbldung , e Abbildung st entartet”.

l Damit wird bestatigt, dass das Bild anders orientiert ist.
", =- .... ,- - «-,_. - 4 3:}5 Zudem ist der Flacheninhalt um 37,5% groRer geworden.

Die Beweise folgen!

” Prof. Dr. Dorte Haftendom, Leuphana Universitat Lineburg, www.mathematik-verstehen.de Folie 10 ”

Flache des Bildes und Determinante der
Abbildungsmatrix

Satz: Bei einer allgemeinen affinen Abbildung mit der Matrix aa wird das
Einheitsquadrat in ein Parallelogramm verwandelt, dessen orientierter
Flacheninhalt durch die D wvon aa gegeben ist,

{ R R ey W

Die Fliche eines Farallelogramms wird berechnet durch iche=seire I seite2 sinfa)

Beweis:  elbis|9| « |
(3 [

mit dem eingeschlossenen Winkels o, Hier ist cag=cos] [a] ist hier

Aq:=[norm{etb]]* (narmfe2b)]* (1

[norm{ezn]}* caq

g —I:dmi'[nh_az.h]:lz—l:r!n

lo s:-lve[gJ.fr..;] * cag

Maeche:=fgllo » o% d* b facter{faeche) » (o d-b c)?

[&:tl[ilil]:lll
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Flache des Bildes und Determinante der
Abbildungsmatrix

i T Niladeinds

Far p' =A. p gibt det ( A) den Faktor fiir die Flicheninderung an.
Im negativen Fall ist die Orientierung umgekehrt.
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Kongruenzabbildungen

Definition: Eine Kongruenzabbildung ist eine langentreue Abbildung
des Raumes auf sich selbst.
In der Schule sagt man auch ,Deckabbildungen®.  siehe Geometrie
Sie sind wegen der Langentreue auch winkeltreu und flachentreu.

Satz: Eine Kongruenzabbildung ist eine affine Abbildung
p'=A-p+tr mit det(A)==1

Beweis: Wegen der Langen- und Winkeltreue sind Kongruenzabbildungen auch
parallelentreu und teilverhéltnistreu, also affine Abbildungen. Da die Determinante die
Flachen@nderung beschreibt, kommt nur +1 fiir gleichsinnige und -1 fiir gegensinnige
Kongruenzabbildungen infrage.

* Gleichsinnige K.A. : Translation und Drehung
A=E_matrix bzw. tr=0,A=D,

A speziell, tr =0 bzw.  tr=0, A speziell
* Gegensinnige K.A.: Achsenspiegelung und Gleitspiegelung
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Kongruenzabblidungen

Far p' =A. p gibt det ( A) den Faktor fiir die Flachendnderung an.
Im negativen Fall ist die Orientierung umgekehrt.
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Projektionen
—~, xpl (tu)= Lr'cos(f)
ypl (tu)= H'sin(f)
_zpl (tu)= ¢

' N A E’:I‘D—Objekte kommen zuhauf am Computer vor.

Aber sie werden alle auf dem ebenen Bildschirm dargestellt.
Dafiir sorgen Umrechnungen mit Projektions-Matrizen.

Wir beschranken uns hier auf ive hat

elx 82X e3X P ist 3-dimensional,
p‘ ist 2-dimensional

'=A-p gilttA=
P P9 ely e2y e3y
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Projektionen
Projektionen, Haftendom2013

Alle 30-Ansichten am Computer sind Projektionen vem 30-Raum in die 20-Ebene

Richtung der x-Achse, Favalliersperspektive z oben, v rechis

o] ,speziell  proj [rx L OJ- 2
1) ey 01

xp
Allgemein praje ["

p
Definition won xp1(tu), yplitu), zptit,u) in der 30-Ansicht, parametrisch

xb':-’_.'.l: =ex .'q)].:.' .'ﬂ“)'plli.' g Renkret xb[.‘.a‘] * 5

Eild parameirisch

yblru)=ey spiltupeapilny) » Fertie yblou

Eild mit zbytu)=0 (im Heft 2.5.)
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Projektionen

7
Achtung TI-Datei ansehen
z

L

Axonometrische Darstellung 0.5:1:1

-

Schulische Version mit Kastchendiagonale
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Axonometrische Darstellung 0.5:1:1 Pro;ektlonen
Version mit Kz i i
24
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Axonometrische Darstellung 0.5:1:1 Projektionen
Version mit Ka
7 i

f=l2 |
T

24
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Axonometrische Darstellung 0.5:1:1 Projektionen

V;lmm T i.%@r% %W M WZVQ
ﬁ: % J.O}WM?J m&wgp ’h”t Af):o’
' Wprndieer r 06.; elefiore:
p=t(v

%

:,%4ﬁ4_1n
Ptﬁion I
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Projektionen

Axonometrische Darstellung 0.5:1:1

T Bebvmen S A
| Aew Uorn
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Projektionen

{gﬁ/mm gl/ 4 A
| Aew Uorn

il |p

Axonometrische Darstellung 0.5:1:1

Version mit K3
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Gleichungssysteme

* Der Kern einer Abbildung ist die Menge aller Punkte des
Urbild-Raumes, die als Bild den Nullvektor des Bildraumes haben.
* Der Kern einer Abbildung ist das Urbild des Nullvektors.
 Die Dimension des Kerns ist die Differenz der Dimensionen von
Urbild und Bild. Die Dimension des Kerns heilt Defekt von A.
* Bei einer Projektion von 3D-Raum auf einen 2D-Raum ist der Kern|
eine Gerade (Dimension 1). Sie heilt Verschwindungsgerade.
« Ein Gleichungssystem lsst sich in der Form A- P =D schreiben.
* Ist A eine mxn-Matrix hat es m Zeilen und n Spalten.
¢ Ist m < n, heilt das System unterbestimmt, ein bleiben beim Losef
mindestens n-m Variable unbestimmbar, der Kern ist nicht {0}
* Die Zahl der unbestimmbaren Variablen ist die Dimension des
Kerns, sie heilt Defekt von A.
¢ Ist m > n, heiRt das System tiberbestimmt. Es sind dann hdchstens|
n Zeilen linear unabhangig.
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Gleichungssysteme

¢ Ist m=n, A also eine quadratische Matrix, dann sind folgende
Eigenschaften gleichwertig:

» Das Gleichungssystem A- P =D ist eindeutig I5shar

»Ainvertierbar, d.h. A existiert

> Die Losung ist p=A"'b

»Die Determinante von A ist ungleich Null det(A) =0

»Der Kern besteht ausschlieRlich aus dem Nullvektor.

» Der Defekt der Matrix ist 0.

»Alle n Zeilen von A sind linear unabhéangig, diese Zahl heift Rang]

»Der Rang von A ist n.

> Der Rang der a; oA, b
Erweiterten Matrix istn A\b =

a

1 nn n
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Gleichungssysteme

» Der Zeilenrang ist die Zahl der linear unabhéngigen Zeilen.
» Satz: Zeilenrang=Spaltenrang, daher kurz r=Rang.
» Wenn der Rang der Matrix A gleich dem Rang der
erweiterten Matrix ist, dann ist das System |6sbar, konsitent
» Man erkennt den Rang in der Zeilenstufenform an der Zahl der
fuhrenden Einsen.
> Haben B Ay b
und Alb= R
aml amn bm
verschiedenen Rang, d.h. gibt es eine Zeile 0..0 1in der
Zeilenstufenform der erweiterten Matrix, dann ist das System
unlésbar, es heillt inkonsitent, die Lésungsmenge ist leer
» Satz: Rang + Defekt=Spaltenzahl
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Gleichungssysteme

A-p=b A und Afp=

ay Ay, b1
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Gleichungssysteme
A-p=b a, oA, b
A und A= I :
aml amn bm
‘ ‘.. ¢ %5/14— : ( '.
AN ’5) oo«
=3 =3

(sl )™
geoo

0 oo 4 < | ”L‘MM)_
04 « 0 .

00 0 00 |0 v=2 € yp =T

-4 =2
‘L=d o ( U)=3
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Gleichungssysteme
A-p=5b

Gleichungssysteme Haftendorn Jan 2013

13 28 4] [4 ]
e 6 1| wwa|2[0[2]  anerweaugmentasiw) -
28 1% 7| |7 7
13 4 2 % 4) 1 4 1
DL
. B (14 €3-9- edv55) {e3-4 .
sclvelan | [=bvxpzuy| - xm 4 iem and v=5 and y=¢d and =63
V)
[1 425 4
- 5 1 8 2| merfanerw) -
19 7
1 2 4

erk
I Warizble nicht

An der Zeilenstutentorm, die man mit rreliAerweiten) erraichl, kann das Losung en
ablesen. dimiaa) » { 1,5 }.bdla'l =ieht man schon, dass mindestens ginen (5=4
bestimmbar ist.

rang{aa)=3 =rang{aaerw), da es 3 linear unabhangige Zeilen gibt

defekt{aa)=2, denn 2 Variable sind nicht bestimmbar. Ich hatte datir v und u gewahlt, da die
zuhdrigen Spalten keine 1 haben
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Gleichungssysteme

4 | won unten nach oben deuten: v '{

z==3 u+4 und dann x=3 e 14u-37 LO‘GLI'\;I Mt r=y unc s=u
a7 3 14| |3 r+14 5-37

o 1 o

pL=| 4 [ [ofts Die Losung ist also 2=dimensional
o 0 1
3 [+] 0

Berechnung des Kernes: Die ietzte Spaite der obigen Matrix ist dann 0,
Dann falgt w=0 z=-3uund k=3 y +14 0
14

]
Also k=r +1 | _5 | Die Richtungsvektoren der Losung sind immer auch die Richtungswektoren

[ 1

des Kerns. Damit haben Kern die Dimension 2, die man Defekt von aa nennt.  Es gill:
rang(A)+defekt{A)=5paltenzahl{A) 3+2=5
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Gleichungssysteme
"I 3 2 -i‘ 1 "I
aat=aa’ * e gt .-I.. GLS dberbesti , rang{aat)=3 defekt{aat)=1
r]
el |e

ref{aat) +

rreflaaterw) « |

das ist wirklich ev

Ltisung pl:=| 1 | = | -1 | letzte Spalte + b Probe: aat pl » |,
1

&
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Eigenwerte und Eigenvektoren
Einfilhrung

Lineare Algebra Eigenwerte und Eigenvektoren

Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Universitat Lineburg, B. Januar 2006

. . . . . - -2

Ein Vektor heillt Eigenvektor einer Matrix, wenn gilt: " A ;’*= /"!l’ v
-3

>(h-1E)v=0

char. Prmonn
e Ri=matrix(([[2,-3],([-4,-2]1])

( 2 _3) (Z'/l)[ l).) -3:4=0

Ed

/1 heilt dann Eigenwert. 24 V.

Z4 -2 ¢ =0
* ev:=linalg: :e‘igenvectors () . 2’ E. A _y
IR T 2257
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A 7 -3 Eigenwerte und Eigenvektoren
Bao bemareenny &,G}mm{f
—2v, -3%, =0 wed, =
vxz)—%vv W;Ul@ =4

() 4 (%

m Pmaﬂ.z.lapm
Wud ton g f‘m}.&uﬁr"’"’”‘”‘( >
Hie Bailotnr e gavdiverat
(Q-}afwumr&.i{)lf# M 6)
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Eigenwerte und Eigenvektoren

g an der L Garaden y=m x . .
o guieasctante) ; Habri 5—04) ;’.,,4?,,'#..9 aue ¥ Adbse
| arctanim|

» Spm:=Dr(gw) *Spx*Dx (-gw) Dr{:f) Dﬁkmm‘wl\’my

e | ki
. 0 wumd ein CAS
Anacht Aie Arbeit.
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Eigenwerte und Eigenvektoren
1 [1- m2 2m ]
Spm =

| Bix
m* +1| 2m w1 PJ(?‘&M?O‘“;’"& y.my
- ev: __mn.\q c;qﬂnvectors(l!

| 1.1, { 3 }

o [(R)] i £ -t
Sooplt iy '1=.. “1»

Vo stehen die Eigenwerte mit ihrer Vielfachheit
Hinten die Eigenvekioren.

LDI{ & W%m
7 Fx &gj’f Ml !
Lamid F!{““'“*j‘ rﬂ(.m

Ml Ao srnopre ?"‘W‘”?“‘
hadew tie Gigon wert

—A w“/raﬂé'(ﬁ
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